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Exercicio 1 O movimento de uma corda eldstica de comprimento © com extremidades fizas é

regido pela equagao
1
U — Uy =0, t>0, O<z<m (1)
v

onde (a parte real de) u = u(t,x) € o deslocamento instantaneo de um ponto x da corda com respeito
a posi¢ao de repouso e v € a velocidade de propagacao da onda, sujeita a condi¢ao de fronteira:
u(t,0) =u(t,7) =0, t >0 e inicial

u(0,z) = Z b, sinnz . (2)
n=1
(A parte real de)
u(t,z) = aneimt sin nx (3)

€ a solucao do problema.

Para verificar que (3) satisfaz a equacao (1), derivamos formalmente (3), isto €, termo a termo,
duas vezes com respeito a t e x:!

1 1 -
- . N\2 2 iont -
ﬁutt(t,x) = ﬁ(zv) E n-b,e"™ sin nx
n=1
o
_ 2 wont _: _
= — n°b,e" sinnr = ug, . d
n=1

Quanto as condicoes de fronteiras, para cada n et > 0, b,e™™sinnx se anula nos extremos do

intervalo: * =0 e x = e a solucdo, dada pela soma destes termos, se anula formalmente nestes
pontos. Tomando t =0 em (3), obtemos (2).

Escrevendo
onde, para cada n, d, = Re(b,) € a parte real de b, e f,, = —m(b,) € menos a parte imagindria
de b, juntamente com a formula de Fuler
wnt

e = cosvnt + tsinvnt ,

a parte real de (3) pode ser escrita como

W

Re (u(t,x)) =

(d,, cosvnt + f, sinvnt)sinnx .

n=1

L'Aqui e nas demais passagens, nao retire varidveis que estao sendo somadas para fora da soma! Por exemplo,
ap6s derivar a exponencial duas vezes em t, o fator (iv)? pode ser retirado, ao passo que n? deve permanecer dentro
do somatério.



A welocidade instantinea em t > 0 no ponto x € [0, 7] da corda é dada por

oo
w(t, x) = iv g nbp,e™™ sinnw .

n=1

No instante t = 0, a (parte real da) velocidade no ponto x da corda é

Re (u(0,2)) = vZn%e(ibn)sinnx

n=1

o0
= UE nf,sinnx .
n=1

Se 0s b, ’s forem reais entao f, = 0 para todo n e a (parte real da) velocidade inicial €, formalmente,

0.

Exercicio 2 A propagagao do calor em termos da temperatura v = u(t, x) de uma barra condutora
de comprimento w, com extremidades isoladas e condutividade térmica k = 1, € regida pela equagao

Up — Ugy = 0, t>0, O<ax<m (4)

sugeita as condigoes de fronteira: u,(t,0) = u,(t,7) =0, t > 0 (fluro nulo através das fronteiras)
e inicial

u(0,z) = % + ; Ay, COSNT . (5)
Verifiquemos que
u(t,z) = % + ; ane " cosna (6)

satisfaz, formalmente, a equagoes (4). Diferenciando (6) termo a termo com respeito a t e duas
vezes com respeito a x, concluimos:

o0
_m2
w(t,r) = — g n2a,e”" " cosnT = Upe(t, ) . 0
n=1
Quanto as condigoes de fronteiras, diferenciando (6) com respeito a x,
oo
—n2t .

ug(t,r) = — E nape " ' sinna

n=1

substituindo em sequida, para cada n, x = 0 e x = m, esta quantidade se anula termo a termo e,
formalmente, € igual a 0. Para a condi¢ao inicial (5), basta tomar t = 0 em cada termo de (6),
verificando a igualdade termo a termo.



Exercicio 3 A temperatura u = u(r,0) de equilibrio em um metal no formato de um disco de raio

unitario: 0 <r <1, 0 <60 <27, e condutividade k =1 € regida pelas equacgoes

1
Upp + —Up + —2U99 =0
T T

u(1,0) = i cne™

n=—oo

Para verificar que
o

u(r,0) = Z cpritle™?

n=—oo

satisfaz estas equagoes, diferenciamos (8) termo a termo:

o0
Uy, = Z \n\cm'"‘_leme
n=-—o00
oo
Uy = Y |n|(|n] = 1) " 2e™
n=-—00
(0.)
Ugg = — Z |n|zcn7“|”|em9
n=-—00

de onde se conclui que, formalmente,

[e.e]

1

Upp + —U, = Z (In| (In| = 1) + |n|) ¢, plnl=2¢in
" n=-—o00
= , 1
— ﬁ Z |TL|2 CnT|n|€m0 _ ﬁu% ' O
n=-—00

Claramente, tomando r = 1 em cada termo da soma em (8), obtemos formalmente (7).

Exercicio 4 O potencial eletrostdtico ¢ = ¢(x,y) em uma regiao retangular é dado pela solug¢do

da equacao de Laplace
gbxac + ¢yy =0

com

¢(z,0) = Z A sin kx

o(x,1) = ZBksinkx.



Vamos verificar que

- sinh k(1 — y) sinhky\ .
= A B k 1
#(z,y) kz:; ( e A (10)

¢ a solugao formal do problema. Para isso, basta diferenciar duas vezes (10), termo a termo, com
respeito a x e y:

- sinh k(1 — y) sinhky\ |
w==S"12 (A B k= —b, . 0
¢ 2 < sk P anng ) SRS 0w

Tomando y =0 ey = 1 para cada termo em (10) obtemos, formalmente, as séries de Fourier impar
e par, resp., em (9)



