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Exercicio 1 (%) O periodo fundamental de f(x) = |sinz| é o menor T' > 0 tal que a relagao
|sin(z + T')| = |sin z|
€ satisfeita para todo v € R. Desenvolvendo o lado esquerdo,
|sinz cos T + cosxsinT'| = [sin z|
concluimos que a itgualdade se da se, e somente se,

sinT = 0

lcosT| = 1
cuja solucao € um maultiplo de w. Logo T' = .

(ii) Sendo f(x) = |sin x| uma fungdo ™ —periddica, a série de Fourier Sf(x) de f(x), lembrando
que 2L =7 e nw/L = 2n, é dada por

Sf(x) = Z e (1)

onde
1 w/2 ‘
Cn = —/ sinz| e " dx
T J_x/2
/" . o
= — [ sinze ™ dx . (2)
T Jo

Neste ponto acrescento as sequintes observagoes. Primeiramente, |sinx| é uma fun¢do integrdvel
por Riemann e, sendo positiva, absolutamente integrdavel. Os coeficientes de Fourier ¢, ’s estao, con-
sequentemente, perfeitamente definidos. Na formula dos c,’s, equagdo (2), o intervalo de defini¢cao
foi deslocado de 7/2 por conveniéncia, de [—m/2,7/2] para [0.7]. Finalmente, |sinz| = sinx em
[0, 7].
Usando a férmula de Euler para expressar sinx como (e —e™*) /(2i), temos
™
Cp = l/ sinz e 2" g
0

™

_ L /7T (e—i(Qn—l)x _ e—i(2n+1)r) dx
0
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Figure 1: Grafico da funcao cos(ax) com a = 0.6.

onde na ultima linha usamos e = —1 e e~ 2™" =1 para todo n € Z.

(iii) Substituindo (3) em (1), separando os coeficientes com indices positivos dos negativos,

2 2 = 1 inx —2inx
Si@) = %_%;4n2—1<62 o)

e}

2 4 1
= ;—;;4n2_1c082nx .
(iv) Note que os coeficientes a, = —(4/m)(4n? — 1)~ da série de Fourier de f(x) = |sinz]

em cossenos com n > 1 sdo todos de mesmo sinal negativo. Note que se f(x) fosse convezra
em (0,7) estes coeficientes seriam todos positivos (veja Proposi¢ao 1.1 dos Complementos em
http://www. fig.if.usp.br/ “marchett/fismat1, Notas de Aula). Ocorre que |sinz| € uma fun¢do concava
em (0,7) e — |sinz| € convexa neste mesmo intervalo. Logo, a fun¢do — |sinz| tem todos coeficientes
(4/7)(4n* — 1)~ com n > 1 positivos, compativel com o resultado geral sobre as funcoes convexas
no intervalo (0,2L) de um periodo fundamental 2L = 7.

Exercicio 2 Seja f: R — R uma fun¢ao 2m—periodica tal que
f(z) = cosar , acR (4)
no intervalo —m < x < . (i) A série de Fourier
Sfx)= > cpe™ (5)

de f(z) € uma série trigonométrica cujo n—ésimo coeficiente, n um inteiro qualquer,

1 (7 -
Cn =5 /_7T flz)e ™ dz (6)

esta bem definido. Para isso, qualquer que seja «, note que cosax € integravel e absolutamente
integravel em [—m, ).

Substituindo
(eiax +€—iax>

DO | —

f(z) = cosax =



na integral (6) com n # 0, temos
1 T

¢, = — (ezaw+e—zax> e—mmdx
A J_.

1 T ™ '
- (/ ez(afn)a:dx + / e'L(aJrn):):dx)
4m - -

1 1 : 1 ; ;

- i(a—n)m —i(a—n) = A milatn)T _ i(atn)T
4 (i(a—n) (e ‘ ) —i(o+n) ( ’ ))
! L sin(a—n)r + in(a +n)

= — s —n)mw s +n)m
27 \ (. —n) (a+n)
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= ( + sin ar cos N

2n \(ae—n) (a+n)
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= ————sinamrcosnm
TaZ—n?
(=1)" «

= ———sinar .
T a?2—n?

onde na quinta igualdade usamos

sin(a & n)m = sin ar cosn £ cos am sinnw = sin amw cos N .

Paran =0,

1 ™
o = — cosax dx
2 J_,

1 i
= — cos oz dx
™ Jo

1 .
= —sginam .
e’
Substituindo os ¢,’s em (5), separando os termos da soma comn =0, n >0 en <0, a série de
) J )

Fourier Sf(z) de f(x) pode ser escrita como uma série trigonométrica real

Sf(z) = co+ Z (cne’m + c_ne_mx)

n=1

1 201 .
_ 200 _{yn
— sin am + —sinar E (—1)

1

a2 —n?

CoSNT . (7)

n=1

Note que, devido a f(x) ser par, os coeficientes ¢, tem a mesma paridade: c_, = ¢, (veja Comple-
mento 1 em hitp://www.fig.if usp.br/ “marchett/fismat1, Notas de Aula).

(ii) Podemos concluir da periodicidade e paridade de f(x) que a série de Fourier Sf(x) de f(x)
¢ uma fungdo 2w —periddica e par. Com base neste fato, evidente pela expansao (7), vamos mostrar
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Figure 2: Grafico da funcao cos(ax) com a = 1.4.

(por contradigao) que nos pontos extremos £7 do intervalo [—m,m|, Sf(x) é continua. Suponhamos
que S f(z) seja descontinua em x = 7, isto €, Sf(m+0) # Sf(m—0). Entao, pela periodicidade de
Sf(x), Sf(r+0) =Sf(—7+0) e, pela hipdtese de descontinuidade, Sf(—m+0) # Sf(m—0), em
contradi¢ao com sua paridade: Sf(—x) = Sf(z) em x =7 —0. f(x) € continua em v € [—m, )
pela continuidade da fun¢ao cos ax no intervalo (—m, ) e pela paridade.

(i1i) A f(x) €, além disso, seccionalmente diferencidvel. Para isso, note que f'(x) é uma fungao
2n—periddica tal que f'(x) = —asinax em (—m,m) e os limites a direita e a direita nos pontos
extremos +m existem para todo o € R. A convergéncia de Sf(x) para f(x) em R €, portanto,
garantida pelo Teorema de Fourier e continuidade de f(x) nos pontos +mw. Tomando x = 7 na

igualdade f(x) = Sf(x), temos

1 200 1
cosam = — sinam + — sinaw —
T a —n

onde usamos cos® nw = (—1)2n =1. Para a ¢ Z, sinarm # 0 e podemos dividir a igualdade por esta

quantidade concluindo
1 20~ 1
cotamr = — — — —_—
T T n? — a?
n=1

cos /2 0
=0ce

Fazendo oo = 1/2 na ltima igualdade, temos cot /2 = —
sin /2
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de onde se conclui




