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Exercicio 1 Uma fonte externa fornece calor a uma taza

g(t,x) = (r/2 = |r/2 — z[) e’

ao longo de uma barra condutora de extensao 7, cuja temperatura inicial € x(m — x)/2 e em cujas
faces: x =0 e x = 7, a temperatura € mantida igual a zero. O problema de valores inicial e de
fronteira (PVIF) correspondente a esta situagdo é

1

E Ut — Ugy = g(t,l’) s (1)

em R={(t,z):t>0,0<x <7} com

u(t,0) =u(t,m) =0, t>0 (2)

u(O,x):g(ﬂ—I), 0<z<m. (3)

O método da variacdo dos parametros consiste em procurar uma solucao do PVIF na forma
u(t,z) = ch(t) sinnx . (4)
n=1

Sabemos que, pelo método de Fourier, u dado por (4) onde c,(t) = b, exp (—n?kt), € solugao do
PVIF (1) com (7/2 — |w/2 — x|) e substituido por 0, (2) e (3) com

2 s
bn:%/o g(w—x)sinna’dm, n=12,... (5)

0 n—ésimo coeficientes de Fourier da fun¢io f : R — R, 2m—periddica, impar tal que f(x) =
x(r—x) /2 para x € [0,7]. A funcdo f € continua e sua derivada f' é quadrado integrdvel de
forma que sua série de Fourier Sf(x) = > " b, sinnx converge uniformemente para f no intervalo
[—7, 7.

Substituindo (4) em (1), obtemos
Z (lcn(t) + TLQCn(t)) sinnz = Z gn(t) sinnz (6)

K

n=1 n=1

onde o0s g, ’s sao coeficientes de Fourier da funcio g : Ry x R — R, 27w —periddica na varidvel z,
impar tal que g(t,x) = (/2 — |7/2 —z|)e " parat >0 ez € (0,7). Escrevendo

gn(t) = e_tgn )



temos

2 ™
On = —/ (/2 — |7 /2 — z|) sinnx dx
T Jo

) w/2 2 T
= —/ xsinnx dx+—/ (m — z)sinnz dz
0

™ ™ /2

2 w/2
= —(1- cosn:z:)/ rsinnzx dx
™ 0

-9 ) w/2
= —(1 — cosnx) xcosn:p|g/ —/ cosnz dx
0

™

n
= —(1 —cosnz) sin

mn2 2
4 . nm
= —sin— .
mn2 2

Na passagem da sequnda para a terceira iqualdade fizemos na sequnda integral a mudanca de variavel
y=m—2x a qual, devido a

sinnz = sin(nm — ny) = — cosnwsinny ,

reduz os limites de integracdo e o integrando, exceto pelo fator — cosnm, aos mesmos da primeira
integral; observamos na quarta iqualdade que os termos de fronteira ao integrar por partes dao
contribuicao nula. O limite inferior € obviamente zero enquanto que o superior se anula em vista
de (1 — cosnz)cos(nm/2) = 0 para n um inteiro par ou impar. Note na tltima igualdade que os
termos com n par se anulam.

Como {sinnx , n € N} formam um conjunto L. I. de fungoes definidas no intervalo (0.7), a
igualdade (6) se dd termo-a-termo:

1
—én(t) +n%cu(t) = e g, t>0
K

com ¢,(0) = by, devido a (4) e (5). Esta equagdo pode ser integrada e sua solug¢do €
2 t 2
ca(t) = cp(0)e ™ + /{gn/ eSS (g
0
2 2 t 2
— bne—n Kt +/€§n€_n nt/ e(n k—1)s ds
0

—n?kK Hgn — —n?kK
= bne t—f—m(Gt—e t). (7)

Para escrever a solugao do PVIF (1), (2) e (3), resta ainda calcular os coeficientes by,’s dados por



(5):

-9 T 7r
b, = %(g(ﬂ—x)cosnxo—/o (g—a:)cosnxdq:)
1 s
= — (m — 2x) cosnz dx
™™ 0
1

((7r — 2x)sinnx|) + 2/ sin nx dx)
0

mn?

2 ™

5 sinnx dx
m™m? Jo

%(1 — cosn)

A solugao do PVIF é, por substituicio de (7) e (8) em (4),

(enznt

Devido as fungoes f(x) e g(t,xz) serem continuas nas extremidades v = 0 e x = 7 e suas
derivadas f' e g, quadrado integraveis, a convergéncia da série de Fourier da sequnda derivada de
u com respeito a x e primeira com respeito a t sao uniformes em [0, 7| e t > 0. Consequentemente,
a troca de ordem das derivadas com o somatorio € garantida e a série (9) é de fato uma solugao do

PVIF no sentido estrito (para condigoes suficientes veja Teorema 4.3 do texto “Andlise de Fourier
e EDPs” de Djairo G. de Figueiredo).

[e.e]

u(t,z) = %Z

n=1

1 — cosnm

(9)

n3

Exercicio 2 Considere o sequinte PVIF

Up — Ugy + hu =0, h>0, (10)
emR={t>0,0<xz<m}, com
u(t,0)=0 e wult,m)=1, t>0 (11)
e condicao inicial
w(0,z) =0, O0<z<m (12)

O primeiro passo para resolucao do PVFI é transformd-lo em outro PVIF com a condi¢cao de
contorno homogénea. Escrevemos

u(t,z) = v(z) + w(t, x) (13)
onde v(z) € a solugdo independente do tempo das equagdes (10) e (11):
—"+h = 0, O<z<m
v(0) = 0
v(m) = 1 (14)



cuja solucao, impondo as condicoes de fronteira a solucao geral,
v(r) = AcoshVhz + Bsinhvhz
v(0) = A=0
v(r) = Bsinhvhr =1
sinh vhz

v(z) = soh Vi (15)

Substituindo (13), (14) e (15) em (10), (11) e (12), resulta da linearidade das equagdes o sequinte
PVIF para w

Wy — Wye +hw =0, (16)
em R={t>0,0<xz<m}, com
w(t,0) =w(t,7)=0, t>0 (17)
e condicao inicial
inh VA
w(O,x):—M, 0<z<m. (18)
sinh vhr

Note para equagdao (16)
Up — Ugy + hu = —0" + hv + Wy — Way + hw = Wy — Way + hw =0

e as demais equagoes sequem analogamente.

O PVIF (16), (17) e (18) pode ser resolvido pelo método de Fourier. Substituindo
w(t,z) =T(t)X(z)
em (16) e (17), resulta em um par de equagoes ordindrias
T+ (N +hsT = 0
X"+ XX = 0, X(0)=X(7)=0.

A segqunda equacao e condicdo de fronteira € um problema de autovalores, jd resolvido anterior-
mente:

A, = N
Xp(x) = sinnx, neN

s@o os autovalores e autofuncoes correspondentes. A primeira equacao tem solucao T'(t) propor-
cional a exp (—(A\? + h)t). Portanto, a solugao do PVIF para w é uma combinagao linear

w(t,z) = Z bpe” M gin ng (19)
n=1



onde 0s b, sao os coeficientes de Fourier da funcao f : R — R, 2m—periddica impar tal que

f(z) = —sinh vha/ sinh vhr em (0,7):

b, = _—2/ sinh Vhz sinnz dr .
msinh vVhr Jo

Pela formula de Euler, escrevemos o integrando como

sinh Vhe sinnz = 212< cos <n+2\/_>x+cos (n_l\/_> )

cuja integral resulta
1 ™
b, = —/ (cos (n—l—%/ﬁ)x—cos (n—Z\/ﬁ) x) dx
im sinh vVhr Jo

N iﬂsini\/ﬁw <n+1¢\/ﬁsm<n+i\/ﬁ>ﬂ n—Z\/_S'ln(n_“/_) >

1 1 1
= ( + > isinh Vhr cos nx

insinh vVhr \n+ivh n—ivh
2
= %n;j—h cos N (20)

onde usamos, na terceira linha, smnm = 0 e sinivhr = isinh vVhr. Substituindo (15), (19) e (20)
em (13), concluimos

u(t,z) = e " tsinna . (21)

smh\/_x e hti(_l)n n
smh\/_ﬂ n%+h

n=1

A solugio vy(x) = x/m de equilibrio da equagdo —v" =0, com v(0) =0 ev(w) = 1, na auséncia
do termo —hu, se encontra acima de v(x) = sinh \/Ea:/ sinhvVhr em (0,7). A extremidade © = 7

em contato com o reservatorio a temperatura 1 fornece calor a barra enquanto que a extremidade
x =0 a temperatura 0 o absorve. O perfil linear de equilibrio é alterado devido ao termo —hu que
dissipa o calor ao longo da barra contanto que positivo (v > 0). No limite em que h tende a 0, por
L’Hopital, v(x) se aprozima monotonicamente de vo(x), por baizo:

. sinh vha
limo(z) = lim ——
h—0 h—0 gsinh \/ﬁﬂ-

x cosh Vhz x
= = — =1(x) .
h—>0 7 cosh \/_7r us

A solugdao (21) nao € estrita devido a condi¢do inicial (18) do PVIF para w que, quando es-
tendida para R como uma fun¢ao 2w—periodica impar, ndao € continua na extremidade x = 7.
Entretanto, como —v(x) é quadrado integrdvel em (0,7), (21) é uma solu¢ao no sequndo sentido
(em média).



