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Exercicio 1 Considere o problema de valor inicial (PVI) para uma corda eldstica infinita, sujeita

a uma férga externa:
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u(0,2) = f(x) e u(0,2) = g(z) , reR

cuja solugdo, dada pela formula de D’ Alembert (veja pdgs 158-160 do livro texto “Andlise de
Fourier e EDP” de Djairo G. de Figueiredo)
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desejamos obté-la pela transformada de Fourier.

Denotando por i = a(t, &) e h = h(t,€) a transformada de Fourier (com respeito a varidvel )

da solugao do PVI e de h:
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Bt ) = \/% / b z) e da

e usando as propriedades de linearidade da transformada de Fourier e das derivadas com respeito
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(inversao de ordem das derivadas com a integral de Fourier), obtemos
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sujeita as condi¢oes iniciais
a(0.6) = ()
w(0,8) = g(&) - (3)

Estamos assumindo que as integrais de Fourier destas quantidades facam sentido.



A solugao de (2)

u(t, &) = Acosvft—l—Bsinvft—i—v/tw iz(s,ﬁ) ds

0 §

onde A e B sao constantes dependentes da varidvel &, determinadas por (3):
a(0,6) = A= f(¢)
(0,§) = vEB=g(s) ,

¢ dada por

v € £

Para obter a solucao do PVI original, faremos uso do teorema da convolucdo e formula da inversa
(veja Teoremas 6.3 e 6.1 do livro texto “Andlise de Fourier e equagoes diferenciais parciais”, Djairo
G. de Figueiredo).

Para o primeiro termo do lado direito de (4), temos
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por linearidade e propriedade da transformada inversa da modula¢ao feﬂ”tg de f, resultando o
primeiro termo da solug¢do de D’Alembert (1).

Para o sequndo termo do lado direito de (4), aplicamos a transformada inversa juntamente com
o teorema da convolugao:
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Observe que, se x(x) = xu(x) = \/7/2 para |x| < vt e x(x) =0 para |x| > vt, entdo
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coincide com a fun¢do X que multiplica g em (4).
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Finalmente, para o terceiro termo do lado direito de (4), temos
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onde fizemos uso da linearidade e do teorema de Fubini ao trocar a anti—transformada de Fourier
com a integracao sobre s, sob a hipotese que o integrando € uma funcgao integrdavel em & e absolu-
tamente integravel em s e &, juntamente com o teorema da convolucdo e formula da inversa.

De onde se conclui
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onde na dltima linha empregamos as equivaléncias (com T =t et =t —s): |v —y| < v <=
T <y—x <vr < v —o7 <y < x+vr, concluindo a demonstracao.

Exercicio 2 Considere o problema de valor inicial (PVI)

1
—Up — Uz — bu = g(t, ) , t>0, zeR (6)
K

u(0,2) = f(x), reR (7)

onde f e g sao fungoes da classe S em x e b > 0.

Vamos aplicar o método da transformada de Fourier para resolver o PVI. Para isso, seja

a(t,§) = \/LQ_W/_C: u(t, ) e " dx
g(t, &) = \/%/Oog(t,x) e dx
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Tomando a transformada de Fourier das equacoes (6) e (7), juntamente com as propriedades sat-
isfeitas por esta, temos

ou, equivalentemente,
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cuja solugao €, por integragao na varidvel t com & € R fizo,
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Para obter a solugao do PVI, equagdes (6) e (7), faremos uso do teorema da convolugio e formula
da inversa (veja referéncias e hipdteses no exercicio anterior)
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Aplicando o teorema da convolugao ao primeiro termo da solucao,
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¢ a distribuicao Gaussiana centrada na origem de variancia (quadrado da largura) 2kt. Na ultima
linha, o valor da integral (obtida completando o quadrado no expoente)
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independe de z € R:
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Analogamente, aplicando o teorema da convolucdo ao integrando do sequndo termo da solucao,
comT =1-—2s,
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De onde se conclui, juntamente com (8), (9) e (10),
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devido a simetria do produto de convolucdo na varidvel t.

u(t, r) = e
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Bibliografia. Djairo G. de Figueiredo “Anélise de Fourier e Equagoes Diferenciais Parciais”,
Capitulo 6.



