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Exercicio 1 Considere o PVF para o potencial eletrostdtico ¢ = ¢(r,0), r > a, 0 < 0 < 7, devido
a uma esfera condutora neutra de raio a colocada em um campo elétrico uniforme Ey = Fge, na
direcao do eixo z:

Vig=0, (1)
em {x € R?:r = |x| > a}, com
¢(a,0) =0, 0<6<m, (2)
e
o(r,0) = —FEyz (3)
= —egrcosf , quando r— o0,
devido ao campo elétrico E = —N ¢ no interior do condutor ser nulo e concordar com Ey no infinito.

Pelo método de separacoes de varidveis (veja Cap. 4 de “Notas de Fisica Matemdtica”, Profa.
Carmen Lys R. Braga), a solugdo geral de (1) em coordenadas curvilineas esféricas (independente
de @, por simetria azimutal) reqular em 6 nos pontos extremos 0 e 7, é

o(r,0) = Z (Aﬂ‘l + Bﬂ”_l_l) Py(cosb) , (4)
1=0
onde os polinomios de Legendre P/(x) de grau |l = 0,1,2,...: Py(z) = 1, Pi(z) = z, Py(x) =
32%/2 —1/2 e etc., sio ortogonais com respeito ao produto interno em [—1,1]:
! 2
P, P,) = P(z)P,(z) dv = ——6im - 5
(PPo) = [ Ra)Pale) do = 5 8

Pela condi¢ao assintdtica (3), todos os termos da soma (4) com crescimento em r mais rdpido
que linear no infinito devem se anular e, como Py(cosf) = cosf, temos

Al == —EQ.
A =0, 1>2. (6)

Substituindo (6) em (4), a equagao (2):

0= ¢(a,0) = —FEpacost + Ay + Z Bia™"Py(cos ) |
1=0

com x = cos B, pode ser escrita como

B oo
A0+70+ZBla_l_lPl(a:) = Foyazx , —-1<x<1.
=1



a partir da qual, juntamente com a ortogonalidade (5) dos polinomios de Legendre, resulta

BO == A0a7
B, = Eyd®,
B, =0, 1>2. (7)

O potencial eletrostdtico (4) com (6) e (7)

2
o(r,0) = Ay (1 — g) + Foa (a_2 — f) cos
r r a

depende ainda de uma constante Aq arbitrdria. Para determind-la usaremos a hipotese de neutrali-
dade do condutor. Como nao hd alguma carga na origem nem uma distribuicao de cargas uniforme
sobre a superficie do condutor de densidade Ageg/a, o termo —Aga/r, correspondente ao potencial
de uma entre as duas possibilidades: carga na origem ou distribuida uniformemente na superficie
esférica, nao pode estar presente na solucdo. De onde se conclui que Ag =0 e

a r

o(r,0) = Epa (72 - —) cos 0 (8)

a

€ a solugao do PVF.

2

Figure 1: Equipotenciais da solugao ¢(r, 0)



A densidade superficial de carga induzida na superficie do condutor, dada por

¢
g = 505<a7 9)

—2a®> 1
= €0E0a( 361 ——>
T a

= —golycosb

cos

r=a

€ anti—simétrica com respeito ao plano xy, negativa no hemisfério superior e positiva no hemisfério
inferior, correspondendo, quando vista de um ponto fora do condutor, a um dipolo na origem. Note
que sua carga total € nula.

O primeiro termo da solugao (8) € o potencial de um dipolo enquanto que o sequndo € o potencial
do campo elétrico uniforme Eq = Ege,. O efeito causado pela inser¢ao do condutor esférico no
campo uniforme € a indugdo de um dipolo e a consequente deformagao deste (veja Figura 1 das
equipotenciais de ¢(r,0)).

Exercicio 2 Faremos uso da funcdao geratriz

Fltr) = s = =2_R@) ©)

dos polinémios de Legendre Pi(x), | > 0, para deduzir a rela¢ao
Pla(x) = Py(z) =@ +1) ), 1=1. (10)

Para isso, verifiquemos primeiramente que F satisfaz a equagdo diferencial parcial de primeira
ordem

1
2tFt+<t—¥)Fx+F:O. (11)

Diferenciando F' com respeito a t e x, temos

€UF, = 2. (;) ¥ ! 75 (~2(x —1))

1 — 2tz +?)

2 (tx — t?)
(1 — 2tx + 12)*?

(t - %) e = (t - %) ' (_71) (1 2m:1+ 12)42 (=20)

t?—1
(1 — 2tx + 2)%?

de onde concluimos que

1 2 — 22 +12 — 14+ 1 — 2tx + 2
2tFt+(t——)Fx+F: * i + = Y .
t (1 — 2tz +t2)




Como |P(z)| < 1 para x € [—1,1], a série em (9) € uniformemente convergente em qualquer
retangulo fechado Rs = [—0,0] x [=1,1] com 0 < § < 1 e pode, portanto, ser diferenciada termo a
termos. Substituindo a série em (11), temos

1
0 = P0+Z<2ZP,+<15—¥)P/+B>#

=1

= R—P+) (@A+1)P+P,—P,)t
=1

= > (@+1)P+P, - Pt (12)

=1

Na primeira linha separamos o termo com | = 0 dos demais com | > 1. Na sequnda linha
renomeamos a Série ZP{tlJrl = ZP{_ltl, incluindo o termo Py = 0, e a série ZPl'tl_1 =
1=1 1=1 =1
P+ ZPZ’Htl. Na terceira e ultima linha, usamos Py(z) = 1, Pi(z) = x e, consequentemente,
=1

Pi(z) = Po(x).

Como 0s monomios t', | = 1,2,..., formam um conjunto L. I. de funcdoe es em [—6,08] e a série
se anula uniformemente em Rg, os coeficientes da série devem se anular termo a termo, de onde
se conclui a relagao (10).

Exercicio 3 A temperatura de equilibrio U = U(r,0) no interior de um sélido condutor hemisférico
de raio a, cuja parte esférica de sua superficie € mantida a temperatura Ty enquanto que sua
superficie plana se encontra a temperatura zero, satisfaz um problema de Dirichlet:

VU =0, (13)
no interior do hemisfério H, = {(r,0) : 0 <r <a, 0 <0 < 7/2} sujeita as condi¢oes
Ula,0) = Tp, 0<f<m/2
U(r,%) =0, 0<r<a (14)

em sua superficie Uy = {r=a, 0 <0 <w/2} U{0 <r <a, § =7/2}. Note que o problema inde-
pende da varidavel ¢ devido sua simetria azimutal.

Como no exercicio 1, a solugao geral de (13) regqular na origem é dada por (4) com os coeficientes
By ’s iguais a 0:

¢(r,0) = A’ Pi(cosb) . (15)
=0

Pela sequnda equacao em (14) e o fato dos mondomios {rl , 1=0,1,2,.. } formarem um conjunto
L. I. de fungoes em [0, 7],

U(r,%) = iAﬂ’ZPl(O)

= Z AQkTQkPQk-(O) = O (16)
k=0
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implica que os coeficientes pares da solugdo (15) devem se anular
Ao =0, k=0,1,2,... (17)
Na segunda linha de (16) usamos a paridade dos polinomios de Legendre:
P(-z) = (-1)'F(z)

afim de se concluir que os polindmios impares se anulam em x = 0: Py,11(0) = 0, enquanto que os
polinomios de ordem pares diferem de 0, podendo ser calculados pela série de Taylor funcao geratriz
(9) em x =0 (veja pag. 46 de “Notas de Fisica Matemdtica”, Profa. Carmen Lys R. Braga):

(2Kk)!

Py (0) = (—1)km :

(18)
Pela primeira equagio em (14) com x = cos@, (15) e (17),

¢(CL’ 9) = Z a2k+1p2k+1(33) =Ty
k=0

onde 0s agpr1 = Aogpy10®*1 sdo constantes a serem determinadas pela ortogonalidade (5) dos

polinémios de Legendre Poy1(x), k =0,1,2,.... Observe que o lado esquerdo da sequnda igualdade
¢ uma funcao impar, devido a paridade dos Papy1(x)’s, enquanto que a funcao do lado direito deve,
consequentemente, ser estendida para o intervalo [—1,1] como uma fun¢ao impar (f(0) =0)

_ Ty se O0<ax<1
f(x)_{—To se —1<x<0

De onde se conclui, por (5), (10) e (18), tomando | = 2k + 1,

ZZT“ /_1 F@)Pi(x) da

A2k+1 =
1

_ To/ (20 + 1) Py(x) do
0

= T [ ()~ Ra@) do

= Ty (Pa(z) — Pa(2))],
= Ty (P-1(0) — P41(0))
= T (Par(0) — Pag12(0))

(2k)! (2n+2)(2n +1)
(1 BRETCESY: ) i

_ (1 (2/-{:)‘! <1+ 2n—|—1)T0

2(n+1)




o _ 2%+1
resultando ao substituir em (15), com Aspy1 = agr1/a”" 1,

' 4n + 32kl
!)2 on+2 q2k+1

5(r.0) = Ty i(—wgff]j P (cos)



