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Exercicio 1 Se z = z + iy, z,y € R, é um nidmero complexo (denotamos por z € C) definimos o complexo conjugado e
mddulo de z por Z = x — iy e |z| = /22 +y2. a. Qual € a interpretagcao geométrica de z e |z|? b. Se |z| = 0, mostre que
2=0;c. Sejam z, z1 e 25 nimeros complezos ¢ A € R. Mostre que i. |Az| = |\ |2, 4. |2|> = 22, 44, |21+ 22| < |21| + |22],
Ww. |z122] = |z1] 22|, v. |1/2]|=1/|z2], 2#0 e vi. 1/2=2Z se |z] = 1.

Exercicio 2 Uma sequéncia (wy,),~, de nimeros complexos é dita convergente se existir w € C tal que

lim |w, —w|=0,
n—oo
e dizemos que w € o limite da sequéncia. Uma sequéncia (wy),~, € dita ser uma sequéncia de Cauchy se para cada € > 0
existir um natural N = N (¢) tal que
|wpn, — wm| <€, Vn,m>N .

A séries ZZ" de nimeros complexos converge se a sequéncia (Sy)y~, formada pelas somas parciais Sy = Z zn for
n>1 1<n<N
convergente. a. Mostre que uma sequéncia convergente de nimeros complexos tem um unico limite; b. Prove que uma sequéncia
de numeros complexos converge se, e somente se, for uma sequéncia de Cauchy (Dica: Existe um teorema similar para sequéncias
de nimeros reais. Por que este mesmo teorema se aplica para sequéncias de nimeros complezos?); c. Seja (an),~, wma sequéncia

de niumeros reais nao negativos tal que a séries E an converge. Mostre que, se (z,),~; € uma sequéncia de nimeros complezos
n>1

satisfazendo |z,| < an, entdo a séries E zn, converge. (Dica: Use o critério de convergéncia de Cauchy, item b.)
n>1

Exercicio 3 Para z € C, definimos a exponencial de z por
> _n
z
e’ = E — .
n!
n=1

a. Prove que esta definicao faz sentido, mostrando que a série converge para todo z complexo. (A convergéncia é de fato
uniforme para cada subconjunto limitado de C) b. Se z1 e z3 sdo dois nimeros complezos, prove que e*'e* = e*1 7?2 (Dica:
Use o teorema binomial para expandir (z1 + 22)" ). ¢. Mostre que se z for puramente imagindrio: z = iy, entao temos a conhecida
identidade de Euler

e = cosy +isiny .

d. Em mais geralidade, mostre que, se z = x + iy, z,y € R, |e*| = €% ¢
e =¢e” (cosy +isiny) .

e. Mostre que e* = 1 se, e somente se, z = 2mwik para algum inteiro k. f. Mostre que z = x + iy, x,y € R, pode ser escrito
na forma z = re?® onde 0 < r < 0o € tinico e § € R ¢ tinico a menos de um inteiro miiltiplo de 2r. Verifique que r = |z| e
0 = arctan (y/x). g. Dado 0 € R, mostre as também chamadas identidades de Euler

cosf = (ew + e*w) e sinf = l (ew — e*ie)

21

N =

e. Verifique que f(x) = e™® ¢ periddica de periodo 27 e

1 ﬂei"””dx— 1 se n=0
2r J_ . 10 se n#0

Exercicio 4 Prove que, se x = x(t) é uma funcdo em R duas vezes continuamente diferencidvel e solu¢io da equagao
" 2,
' +cfr =0 (1)

entao existem constantes a e b tais que x(t) = acosct + bsin ct.

(Dica: Para isso, diferencie em relacdo a t as fungdes y(t) = x(t) cosct — (1/¢)a’(t) sinct e w(t) = x(t) sinet + (1/c)2’(t) cos ct,
use a equagao (1) e resolva o sistema para x(t)).



