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Exerćıcio 1 Se z = x + iy, x, y ∈ R, é um número complexo (denotamos por z ∈ C) definimos o complexo conjugado e

módulo de z por z̄ = x − iy e |z| =
√
x2 + y2. a. Qual é a interpretação geométrica de z̄ e |z|? b. Se |z| = 0, mostre que

z = 0 ; c. Sejam z, z1 e z2 números complexos e λ ∈ R. Mostre que i. |λz| = |λ| |z|, ii. |z|2 = zz̄, iii. |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|,
iv. |z1z2| = |z1| |z2|, v. |1/z| = 1/ |z|, z 6= 0 e vi. 1/z = z̄ se |z| = 1.

Exerćıcio 2 Uma sequência (wn)n≥1 de números complexos é dita convergente se existir w ∈ C tal que

lim
n→∞

|wn − w| = 0 ,

e dizemos que w é o limite da sequência. Uma sequência (wn)n≥1 é dita ser uma sequência de Cauchy se para cada ε > 0
existir um natural N = N(ε) tal que

|wn − wm| < ε , ∀ n,m > N .

A séries
∑
n≥1

zn de números complexos converge se a sequência (SN )N≥1 formada pelas somas parciais SN =
∑

1≤n≤N

zn for

convergente. a. Mostre que uma sequência convergente de números complexos tem um único limite; b. Prove que uma sequência
de números complexos converge se, e somente se, for uma sequência de Cauchy (Dica: Existe um teorema similar para sequências
de números reais. Por que este mesmo teorema se aplica para sequências de números complexos?); c. Seja (an)n≥1 uma sequência

de números reais não negativos tal que a séries
∑
n≥1

an converge. Mostre que, se (zn)n≥1 é uma sequência de números complexos

satisfazendo |zn| ≤ an, então a séries
∑
n≥1

zn converge. (Dica: Use o critério de convergência de Cauchy, ı́tem b.)

Exerćıcio 3 Para z ∈ C, definimos a exponencial de z por

ez =

∞∑
n=1

zn

n!
.

a. Prove que esta definição faz sentido, mostrando que a série converge para todo z complexo. (A convergência é de fato
uniforme para cada subconjunto limitado de C) b. Se z1 e z2 são dois números complexos, prove que ez1ez2 = ez1+z2 (Dica:
Use o teorema binomial para expandir (z1 + z2)

n
). c. Mostre que se z for puramente imaginário: z = iy, então temos a conhecida

identidade de Euler
eiy = cos y + i sin y .

d. Em mais geralidade, mostre que, se z = x+ iy, x, y ∈ R , |ez| = ex e

ez = ex (cos y + i sin y) .

e. Mostre que ez = 1 se, e somente se, z = 2πik para algum inteiro k. f. Mostre que z = x + iy, x, y ∈ R, pode ser escrito
na forma z = reiθ onde 0 ≤ r < ∞ é único e θ ∈ R é único a menos de um inteiro múltiplo de 2π. Verifique que r = |z| e
θ = arctan (y/x). g. Dado θ ∈ R, mostre as também chamadas identidades de Euler

cos θ =
1

2

(
eiθ + e−iθ

)
e sin θ =

1

2i

(
eiθ − e−iθ

)
.

e. Verifique que f(x) = einx é periódica de peŕıodo 2π e

1

2π

∫ π

−π
einxdx =

{
1 se n = 0
0 se n 6= 0

.

Exerćıcio 4 Prove que, se x = x(t) é uma função em R duas vezes cont́ınuamente diferenciável e solução da equação

x′′ + c2x = 0 (1)

então existem constantes a e b tais que x(t) = a cos ct+ b sin ct.

(Dica: Para isso, diferencie em relação a t as funções y(t) = x(t) cos ct − (1/c)x′(t) sin ct e w(t) = x(t) sin ct + (1/c)x′(t) cos ct,
use a equação (1) e resolva o sistema para x(t)).
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