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Exerćıcio 1 Considere a equação do calor (PVIF)

ut − uxx = 0

em R = {(t, x) : t > 0, 0 < x < π} sujeita às condições

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 , t > 0

(fronteiras termicamente isoladas) e

u(0, x) = f(x), 0 ≤ x ≤ π,

com

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx .

1. Vimos que as funções u0(t, x) = 1 e un(t, x) = e−n
2t cosnx, n = 1, 2, . . . , satisfazem

(u0)t = (u0)xx = 0 , em R

e (u0)x (t, x) ≡ 0 garante as condições nas fronteiras x = 0 e x = π; para todo n ∈ N ,

(un)xx = −n2un = (un)t , em R ,

e

(un)x (t, 0) = 0

(un)x (t, π) = −ne−n2t sinnπ = 0 ,

identicamente para t ≥ 0.

2. Método de Fourier (separação de variaveis): consiste em procurar soluções das equações
homogêneas, ut − uxx = 0 e ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 , na forma produto

u(t, x) = T (t) X(x) . (1)

Substituindo na equação do calor, obtemos

X ′′

X
=
T ′

T
= σ = −λ2

com λ real, e a equação à derivadas parciais (juntamente com as condições de fronteira) é
reduzida a um par de equações diferenciais ordinárias:

X ′′ + λ2X = 0 , 0 < x < π (2)
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com X ′(0) = X ′(π) = 0 e
T ′ + λ2T = 0 . (3)

Resolvemos primeiramente o problema de autovalores: encontrar todas as soluções não iden-
ticamente nulas da equação (2) sujeita as condições de Neumann nas duas extremidades do
intervalo (0, π). A solução geral de (2)

X(x) = A cosλx+B sinλx

juntamente com

X ′(0) = λB = 0

X ′(π) = λA sinλπ = 0

determinam os pares de autovalores/autofunções do problema:1 para λ = 0 temos X0(x) = 1
e para λ = n ∈ N temos Xn(x) = cosnx.

A solução geral da equação (3) é

T (t) = Ce−λ
2t

e o produto (1) reproduz, tomando a constante C = 1, a coleção de soluções das equações
homogêneas sugerida no ı́tem 1:

u0(t, x) = 1

un(t, x) = e−n
2t cosnx , n = 1, 2, . . . (4)

3. Para resolver o PVIF em R̄ = {(t, x) : t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ π}, que inclui a condição não
homogênea em t = 0, procedemos da seguinte maneira. Por linearidade das operações difer-
enciais, escrevemos a combinação linear das soluções encontradas no ı́tem 2:

u(t, x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an e
−n2t cosnx . (5)

Sem se preocupar com a convergência da série e supondo leǵıtima a derivação termo a termo,
esta solução satisfaz a equação do calor

uxx = −
∞∑
n=1

n2an e
−n2t cosnx = ut ,

em R e condições de fronteira

ux(t, 0) = ux(0, π) = 0 , t > 0 .

Tomando t = 0 em (5), u(t, x) satisfaz em particular a condição inicial:

u(0, x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx = f(x) .

1Como as equações são homogêneas, as autofunções são determinadas a menos de uma constante multiplicativa,
a qual fixamos, por simplicidade, igual a 1.
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Exerćıcio 2 Os autovalores e autofunções correspondentes dos seguintes problemas de valor de
fronteira

X ′′ + λ2X = 0 , (6)

com 1. X(0) = X ′(L) = 0; 2. X(−π) = X(π) e X ′(−π) = X ′(π); 3. X(0) = 0 e X ′(1)+hX(1) =
0 são:

1. As funções cosλx e sinλx são duas soluções linearmente independentes (L.I.) da equação
(6). A solução geral de (6) em (0, L) é, devido a homogeneidade de grau 1 do problema, a
combinação linear destas:

X(x) = A cosλx+B sinλx (7)

Substituindo em (7) os valores de fronteira nos pontos extremos do intervalo:

X(0) = A = 0

X ′(L) = λ cosλL = 0

resulta os seguintes valores próprios (valores de λ para os quais a segunda equação é satisfeita
e cuja solução não é identicamente nula): λn = (n− 1/2) π/L, n = 1, 2, . . . (semi–inteiros
múltiplos de π/L), e correspondentes autofunções

Xn(x) = sin
(2n− 1)π

2L
x .

2. A solução geral (7) de (6) em (−π, π) sujeita a

X(π)−X(−π) = 2B sinλπ = 0

X ′(π)−X ′(−π) = −2λA sinλπ = 0

resulta no seguinte conjunto de valores próprios e autofunções correspondentes: para λ = 0
temos X0 = 1 e para cada λn = n, n = 1, 2, . . ., temos duas autofunções L.I. correspondentes:
quando tomamos B = 0 na primeira equação e λ = n na segunda, obtemos

X(par)
n (x) = cosnx ;

quando tomamos A = 0 na segunda equação e λ = n na primeira, obtemos

X(impar)
n (x) = sinnx .

Dizemos, neste caso, que os autovalores λn tem multiplicidade (algébrica) 2 e possuem um
auto–espaço de dimensão 2 gerado pelas funções L.I. cosnx e sinnx. Logo, qualquer com-
binação linear Xn = aX

(par)
n (x) + bX

(impar)
n (x) é também uma autofunção associada ao auto-

valor λn = n.

3. A solução geral (7) de (6) em (0, 1) satisfazendo

X(0) = A = 0

X ′(1) + hX(1) = B (λ cosλ+ h sinλ) = 0
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Figure 1: As coordenadas dos pontos de intesecção das curvas y = cotx e y = −1/x, são os
autovalores do problema de fronteira do ı́tem 3 com h = 1

resulta em uma equação transcendental para os autovalores

cotλ = −h
λ

cuja solução gráfica (veja Figura 1) é dada pela intersecção das curvas (diversos ramos da
função) y = cot x e as hipérboles y = −h/x (h = 1 na figura). Se λn, n = 1, 2, . . ., enumera
os autovalores positivos em ordem crescente:

λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · ,

temos (numéricamente) λ1 = 2.0287578, λ2 = 4.9131804, λ3 = 7.9786657, λ4 = 11.0855384,
λ5 = 14.2074367 e λn ∼ (n − 1/2)π é o valor assintótico de λn quando n tende a ∞. A
n–ésima autofunções correspondentes a λn é

Xn(x) = sinλnx.
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