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Exercicio 1 Considere a equagao para a conducao do calor em uma barra de comprimento unitdrio

e difusibilidade k:

1
EUt — Ugy = 0 (1)

em R={(t,x):t >0, 0 <z <1} suyjeita a condi¢io de fronteira (em contato com reservatirio a
temperatura nula & esquerda, isolante a direita)

w(t,0) = up(t,1) =0, >0 2)

e tnicial
u(0,7) =1— (z — 1), 0<z<1. (3)

O método de Fourier consiste em procurar solugoes das equagoes homogéneas (1) e (2) da forma
u(t,z) =T(t)X(x) . (4)

Ao substituir (4) na equagdo (1), esta se reduz, por separa¢do de varidveis, a um par de equagoes
diferenciais ordindrias:

T +kNT = 0 (5)
X"+ XX = 0, (6)

com X(0) = X'(1) =0 e A € R uma constante arbitrdria.

A sequnda equagao juntamente com a condicao de fronteira formam um problema de autovalores:
encontrar os valores préprios N\* para os quais —X" = XX com X(0) = X'(1) = 0 tem solugdo
X(z) nao identicamente nula (autofuncoes correspondentes). A solucao geral de (6) é

X(z) = Acos Az + Bsin Az

e sua derivada €

X'(x) = —AXsin Az + ABcos \z .

Aplicando as condicoes de fronteiras
X(0) = A=0
X'(1) = ABcosA=0
encontramos os autovalores (multiplos impares de w/2) e autofungoes do problema:
An = (n—1/2)7

Xp(z) = sin(n—1/2)7x , n=12,....



Uma solugao da equagio (5) é
e, para cada n € N,
2.2
U (t, ) = e "D gin(n — 1/2)ma
¢ uma solugao de (1) e (2) da forma (4). Pelo principio de superposicio, a solug¢do geral das

equagoes homogéneas (1) e (2) é uma combinagao linear de todas estas solugies:!

u(t,z) = Z bpe F 1D T Gin(n — 1/2) 7 (7)

n=1

onde 0s b, devem ser determinados pela condicdo inicial

u(O,x):ibnsin(n—lﬂ)ﬂxw1—(:5—1)2, 0<z<1. (8)

n=1

Observe que o lado direito desta equagao deve ser uma fungao, denominada f(x), impar e periddica
de periodo fundamental T = 4. A paridade determina f(x) para os valores negativos porém temos
também que determinar f no intervalo (1,2) e, para isso, utilizaremos alguma simetria consis-
tente com a condicdo de fronteira, refletindo a funcao em um eizo paralelo ao eixo das ordenadas.
Determinamos os coeficientes b, refletindo f de forma simétrica em relagao a x = 1:

fl@) = f2-2)
= 1-2—2—-1)
= 1—(x—1)*= f(a), l<z<2.
Note que é compativel com a condigao de fronteira f'(1) =0 e com o periodo T = 4. De fato, esta

determinagao define uma funcao f continua, impar e 4—periddica, satisfazendo (8) (veja Fig. 1) e
cuja representacao em série de Fourier é:

Sf(z) = i b sin ]%Wx (9)
k=1

Os coeficientes b de f devem se anular para k = 2n e ser diferente de zero para k = 2n — 1,
n € N:

9 [2
by, = 5/0 f(x)sin]%rx dx

1 2
k k
= / f(x) sin — dx+/ f(2 —x)sin—ﬂac dx ;
0 2 1 2
fazendo a mudanca de varidvel
y = 2—x

de = —dy

'Pode-se verificar que ndo hé outras solucdes ndo triviais. Veja pags. de 5 & 8 do livro texto “Andlise de Fourier
e Equagoes Diferenciais Parciais”, de Djairo G. de Figueiredo
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Fig. 1: Funcao f(x) =1 — (z —1)? se 0 < x < 1, 4-periddica, impar e simétrica com respeito ao
eixoxr =1

na sequnda integral, juntamente com a identidade

k k k
sin ;(2 —y) = sinkmwcos gy — cos kT sin gy

k
= (=1)*"sin gy
obtemos

! m 0 7r
by = /Of(x)sin%xda:—/lf(y)sin%(Z—y) dy

— (1 — (_1)k) /01 f(z)sin %Tx dx |

de onde se conclui que by, = 0, bap_1 = by, por comparacio de (8) € (9). Por integragao por partes,

b, = 2/0 (1— (z —1)*)sin(n — 1/2)7x dx

—4 1

- " ((1—(x—l)Q)Cos(n—l/Z)Wx‘(l)—FZ/

(2n — 1)m ; (x —1)cos(n — 1/2)mx daj)

-8

= m/o (x —1)cos(n — 1/2)mx dx

_ ﬁ ((x ~ )sin(n — 1/2)7a} - /01 sin(n — 1/2)ma dx)

—32 )
= m COS(n — 1/2)71'33‘0
B 32
T (2n—1)3m3

A funcdo f: R — R no lado direito de (8) € uma fungdo continua e seccionalmente diferencidvel.
Consequentemente, sua série de Fourier S, f(x) converge uniformemente para f pelo teste M de
Weierstrass (b, € somdvel em valor absoluto) e teorema de Fourier. Isso implica que a solugao

3



(7) é uniformemente convergente em R e, porconseguinte, continua devido a continuidade de cada
funcgdo uy,(t,x) em R.

Exercicio 2 1. Vamos calcular a série de Fourier Sh(x) da fun¢do h : R — R dada por h(x) =
(1 —x/m)/2 em (0,7), impar e 2w—periddica. Os coeficientes de Fourier impares de h sdo

b, = z/ 1(1—£)s.inn:cdx
T Jo 2 s

-1 T = 1 (7
= — (1 — —) cosnx| + — cosnxdx
™ T o T Jp

1

™

para n > 1, por integracao por partes, e a série de Fourier de h é, portanto,

Sh(z) = an sinnx
n=1

o0
1 1 .
= — E —sinnw .
™ n
n=1
Como h(x) € seccionalmente diferencidvel, o Teorema de Fourier estabelece a igualdade

1 T I a1,
5(1—;):;258111%.’17, Q?E(O,ﬂ') (10)

(como h(z) = (1 —x/m)/2 em (0,27), a igualdade (10) €, de fato, vdlida até 27 ).

2. Integrando a igualdade termo a termo, temos

H(z) = /j%(l—%)dw

I s1 [®
= —Z—/ sin nxdx
T E=n o

= lZ%(l—cosmc):SH(JC) . (11)

(e

H(z) em (0,7) € uma funcdo par e 2m—periodica. A igualdade H(x) = SH(x) seque do Teorema
sobre integracao de séries de Fourier, aplicavel as funcgoes seccionalmente continuas, pelo qual temos

ainda que
oo

SH(z) = % +) A, cosna (12)
n=1
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com A, = —1/(mn?) e

[N

par e 2w—periddica (veja Fig. 2).

1
Fig. 2: Funcao f(z) = Z(ZB —m)? - % se 0 < x < m, 2r—periddica e par

3. Fazendo x =0 em (13), obtemos a relacao

descoberta por Fuler.



4. Aplicando o Teorema sobre integracao de séries de Fourier, temos

6o) = [ (-3 )y

[eS)
1 1 .

= ——E —3SHITL$.
v n
n=1

1 T y?) y2 Ty
o = [ (G5
I i
4 \12r 3 3
= lio:l(cosn:c—l)—SF(x) (14)
N 7Tn:lnll N

em [0, ), par e 2w —periddica. Consequentemente,

A = -
SF(x)= 70 + ;An cos nx (15)
com A, =1/(mn*), n>1, e
~ —1 ("2t 23 ma? -3 (1 1 1 —3
0 27r0(127r 3+3)x 2(60 12+9> 45
Comparando (15) e (14), temos
1/t 2 ma? - 1 &1
7(@‘?7%%*%2@“’8”

de onde se conclui, fazendo x = 0,



5. Aplicando a identidade de Parseval para a fungdo f em (13), temos

) ™ 9 T 2 2\ 2
—/ f(z)’dx = —/ T T i
T Jo T Jo 4 2 6

or (20 4 9 3 9 |,
- 7t 1+2
92 5 9

7t <1

verificando a relagao obtida no item 4..



