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Exerćıcio 1 Considere o seguinte PVIF

ut − uxx + k2u = 0 , k ∈ R\{0} , (1)

em R = {t > 0 , 0 < x < π}, com

ux(t, 0) = 0 e ux(t, π) = 1 , t > 0 (2)

e condição inicial
u(0, x) = 0 , 0 ≤ x ≤ π . (3)

O primeiro passo para resolução do PVFI é transformá-lo em outro PVIF com a condição de
contorno homogênea. Escrevemos

u(t, x) = U(x) + w(t, x) (4)

onde U(x) é a solução independente do tempo (temperatura de equiĺıbrio) das equações (1) e (2):

−U ′′ + k2U = 0 , 0 < x < π

U ′(0) = 0

U ′(π) = 1 (5)

cuja solução, impondo as condições de fronteira à solução geral:

U(x) = A cosh kx+B sinh kx

com

U ′(x) = k (A sinh kx+B cosh kx)

U ′(0) = kB = 0

U ′(π) = kA sinh kπ = 1

é

U(x) =
cosh kx

k sinh kπ
. (6)

Substituindo (4), (5) e (6) em (1), (2) e (3), resulta da linearidade das equações o seguinte PVIF
para w

wt − wxx + k2w = 0 , (7)

em R = {t > 0 , 0 < x < π}, com

wx(t, 0) = wx(t, π) = 0 , t > 0 (8)
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e condição inicial

w(0, x) = − cosh kx

k sinh kπ
, 0 ≤ x < π . (9)

Note para equação (7)

ut − uxx + k2u = −U ′′ + k2U + wt − wxx + k2w

= wt − wxx + k2w = 0

e as demais equações seguem analogamente.

O PVIF (7), (8) e (9) pode ser resolvido pelo método de Fourier. Substituindo

w(t, x) = T (t)X(x)

em (7) e (8), resulta da separação de variáveis um par de equações ordinárias

T ′ + (λ2 + k2)T = 0

X ′′ + λ2X = 0 , X ′(0) = X ′(π) = 0

onde λ ∈ R é uma constante arbitrária. A segunda equação e condições de fronteira é um problema
de autovalores, já resolvido anteriormente:

λn = n

Xn(x) = cosnx , n = 0, 1, 2, . . .

são os autovalores e autofunções correspondentes. A primeira equação tem solução T (t) propor-
cional a exp (−(λ2 + k2)t). Portanto, como cada uma das soluções na forma produto resolve as
equações (7) e (8) homogeneas, a solução do PVIF para w é uma combinação linear

w(t, x) =
a0
2
e−k

2t +
∞∑
n=1

ane
−(n2+k2)t cosnx (10)

onde os an’s são coeficientes de Fourier da função f : R −→ R, 2π–periódica par tal que f(x) =
− cosh kx/(k sinh kπ) em [0, π],

a0 =
−2

kπ sinh kπ

∫ π

0

cosh kx dx =
−2

k2π

e, para n ≥ 1,

an =
−2

kπ sinh kπ

∫ π

0

cosh kx cosnx dx .

Escrevendo, com o aux́ılio da fórmula de Euler, o integrando como

cosh kx cosnx =
1

2
(cos (n+ ik)x+ cos (n− ik)x) ,
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resulta a integral

an =
−1

kπ sinh kπ

∫ π

0

(cos (n+ ik)x+ cos (n− ik)x) dx

=
−1

kπ sinh kπ

(
1

n+ ik
sin (n+ ik) π +

1

n− ik
sin (n− ik) π

)

=
−1

kπ sinh kπ

(
1

n+ ik
− 1

n− ik

)
i sinh kπ cosnπ

=
−2

π

1

n2 + k2
cosnπ (11)

onde na terceira linha usamos sinnπ = 0 e sin ikπ = i sinh kπ. Substituindo (6), (10) e (11) em
(4), conclúımos

u(t, x) =
cosh kx

k sinh kπ
− 1

π
e−k

2t

(
1

k2
+ 2

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + k2
e−n

2t cosnx

)
.

Note que w(t, x) é o transiente da solução: limt→∞w(t, x) = limt→∞ (u(t, x)− U(x)) = 0 e U(x) é
a temperatura de equiĺıbrio.

Exerćıcio 2 Considere o problema de valores inicial e de fronteira (PVIF)

1

κ
ut − uxx = e−t, (12)

em R = {(t, x) : t > 0 , 0 < x < π} com

u(t, 0) = u(t, π) = 0 , t > 0 (13)

e
u(0, x) =

x

2
(π − x) , 0 ≤ x ≤ π . (14)

Pelo método da variação dos parâmetros, a solução o PVIF tem a forma

u(t, x) =
∞∑
n=1

cn(t) sinnx . (15)

Observe que u dado por (15), onde cn(t) = bn exp (−n2κt) é solução do PVIF (12) com e−t sub-
stitúıdo por 0, (13) e (14) com

bn =
2

π

∫ π

0

x

2
(π − x) sinnx dx , n = 1, 2, . . . (16)

o n–ésimo coeficientes de Fourier da função f : R −→ R, 2π–periódica, ı́mpar tal que f(x) =
x (π − x) /2 para x ∈ [0, π]. A função f é cont́ınua e sua derivada f ′ é quadrado integrável de
forma que sua série de Fourier Sf(x) =

∑∞
n=1 bn sinnx converge uniformemente para f .

Substituindo (15) em (12), obtemos

∞∑
n=1

(
1

κ
c′n(t) + n2cn(t)

)
sinnx =

∞∑
n=1

gn(t) sinnx (17)
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onde os gn’s são coeficientes de Fourier da função g : R+ × R −→ R, 2π–periódica na variável x,
ı́mpar tal que g(t, x) = e−t para t > 0 e x ∈ (0, π). Escrevendo

gn(t) = e−tḡn ,

temos

ḡn =
2

π

∫ π

0

sinnx dx

=
2

πn
(1− cosnπ) =

{
4/(πn) se n é ı́mpar
0 se n é par

Como {sinnx , n ∈ N} é um conjunto de funções L.I., a igualdade (17) se dá termo-a-termo

1

κ
c′n(t) + n2cn(t) = e−tḡn .

A solução desta equação, dado que(
1

κ
c′n(t) + n2cn(t)

)
eκn

2t =
1

κ

(
cn(t)en

2κt
)′

= e(n
2κ−1)tḡn

é por integração

cn(t) = cn(0)e−n
2κt + κḡn

∫ t

0

e−n
2κ(t−s)e−s ds

= bne
−n2κt + κḡne

−n2κt

∫ t

0

e(n
2κ−1)s ds

= bne
−n2κt +

κḡn
n2κ− 1

(
e−t − e−n2κt

)
.

Para escrever a solução do PVIF (12), (13) e (14), resta ainda calcular os coeficientes bn’s dados
pela integral (16):

bn =
−2

πn

(
x

2
(π − x) cosnx

∣∣∣π
0
−
∫ π

0

(
π

2
− x) cosnx dx

)

=
1

πn

∫ π

0

(π − 2x) cosnx dx

=
1

πn2

(
(π − 2x) sinnx|π0 + 2

∫ π

0

sinnx dx

)

=
2

πn2

∫ π

0

sinnx dx

=
2

πn3
(1− cosnπ) =

{
4/(πn3) se n é ı́mpar
0 se n é par
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A solução do PVIF é, portanto,

u(t, x) =
2

π

∞∑
n=1

1− cosnπ

n3

(
e−n

2κt +
n2κ

n2κ− 1

(
e−t − e−n2κt

))
sinnx . (18)

Devido as descontinuidades da função g(t, x) nas extremidades x = 0 e x = π , a convergência
da série de Fourier da segunda derivada de u com respeito à x não é uniforme em [0, π] e, con-
sequentemente, a troca de ordem das derivadas com o somatório não é garantida. Lembre que
a garantia de que as derivadas de u podem ser obtidas derivando termo-a-termo a série requer
convergência uniforme em [0, π], que não temos quando derivamos duas vezes com respeito a x,

termo-a-termo, a parte (2e−t/π)
∑
n≥1

((1− cosnπ)/n3)(n2κ/(n2κ− 1)) sinnx da solução.
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