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Exercicio 1 Considere o sequinte PVIF
Up — Upy +Ku =0, keR\{0}, (1)
em R={t>0,0<z<m}, com
u (6,00 =0 e w(t,m)=1, t>0 (2)

e condicao inicial
u(0,z) =0, 0<z<m. (3)

O primeiro passo para resolucio do PVFI é transformd-lo em outro PVIF com a condi¢cao de
contorno homogénea. Escrevemos

u(t,z) =U(z) +w(t, x) (4)

onde U(z) € a solugao independente do tempo (temperatura de equilibrio) das equagoes (1) e (2):

~U"+kU = 0, O<z<m
U = 0
Ur) = 1 (5)

cuja solucdao, impondo as condi¢oes de fronteira a solugao geral:
U(z) = Acosh kz + Bsinh kx
com
U'(x) = k(Asinhkx + Bcoshkr)
U'(0) = kB=0
Ul(r) = kAsinhkr =1
h
N kC;)ithkkxw ' ©)

Substituindo (4), (5) e (6) em (1), (2) e (3), resulta da linearidade das equagoes o sequinte PVIF
para w

U(z)

Wy — Wey + k2w =0, (7)

emR={t>0,0<xz<m}, com

we(t,0) =w,(t,7) =0, t>0 (8)
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e condi¢cao inicial
cosh kx

w(0,2) = — b

0<z<m. 9)
Note para equagao (7)
Up — Uge + K2u = —U" + KU + wy — wyy + k2w

= Wy — Wy + k2w =0

e as demais equagoes sequem analogamente.

O PVIF (7), (8) e (9) pode ser resolvido pelo método de Fourier. Substituindo
w(t,z) =T(t)X(z)
em (7) e (8), resulta da separa¢ao de varidveis um par de equagoes ordindrias
T+ (N+E)T = 0
X"+ XX = 0, X'(0)=X'(7)=0

onde A € R € uma constante arbitrdria. A sequnda equacao e condi¢oes de fronteira € um problema
de autovalores, ja resolvido anteriormente:

A, = N
Xn(z) = cosnzx , n=20,1,2,...

sao os autovalores e autofuncgoes correspondentes. A primeira equagdo tem solugdo T(t) propor-
cional a exp (—(A? + k?)t). Portanto, como cada uma das solugées na forma produto resolve as
equagoes (7) e (8) homogeneas, a solu¢ao do PVIF para w € uma combinagao linear

w(t,z) = %e*kzt - Z ane” N o na (10)

n=1

onde 0s a,’s sao coeficientes de Fourier da fun¢do f : R — R, 2w —periddica par tal que f(x) =
— cosh kz/(ksinh k) em [0, 7],

-2 T -2
= hkx dx = —
9= Lrsinh kr /0 COSUET AT =
e, paran > 1,
—2

a, = m/o cosh kx cosnx dx .

Escrevendo, com o auzilio da formula de Fuler, o integrando como

1
cosh kx cosnz = 3 (cos (n +ik) x + cos (n — ik) ) |



resulta a integral

a, = m/oﬂ(cos(n—l—ik)x—l—cos(n—z'k):c)dx
= k;ﬂs;llhknr (nizk: sin (n +ik) ™+ n—lzk: sin(n—ik)w)
= kwsi_nlh/mr (ni@k - _1 zk:) i sinh km cos nm
= ;ﬁ cos nm (11)

onde na terceira linha usamos sinnm = 0 e sinikm = isinh kw. Substituindo (6), (10) e (11) em
(4), concluimos

coshkz 1 _,2 (1 = (=D,
u(t,x):m—;e <ﬁ+2;n2+k26 cosnz | .

Note que w(t,z) € o transiente da solu¢ao: limy_,oo w(t, ) = limy o0 (u(t,z) — U(x)) =0 e U(x) é
a temperatura de equilibrio.

Exercicio 2 Considere o problema de valores inicial e de fronteira (PVIF)

a2
em R={(t,z):t>0,0<xz <7} com
u(t,0) =u(t,m) =0, t>0 (13)
e
u(O,x):g(ﬂ—x), 0<z<m. (14)

Pelo método da variagao dos parametros, a solucao o PVIF tem a forma

u(t,x) = ch(t) sinnw . (15)

n=1

Observe que u dado por (15), onde c,(t) = b, exp (—n?kt) é solugdo do PVIF (12) com e~ sub-
stituido por 0, (13) e (14) com

2 ™

bn:—/ z(7r—x)sinnacdx, n=12... (16)
T Jo 2

0 n—ésimo coeficientes de Fourier da funcio f : R — R, 2m—periddica, impar tal que f(x) =

x(r—x) /2 para x € [0,7]. A funcdo f € continua e sua derivada f' é quadrado integrdvel de

forma que sua série de Fourier Sf(x) =" b,sinnz converge uniformemente para f.

Substituindo (15) em (12), obtemos

Z <%c;(t) + n2cn(t)) sinnx = Zgn(t) sin nx (17)

n=1 n=1



onde 0s g,’s sao coeficientes de Fourier da funcio g : Ry x R — R, 2w —periddica na varidvel z,
impar tal que g(t,x) =e " parat >0 e x € (0,7). Escrevendo

gn(t) = eitgn )

temos

2 s
Jn = —/ sinnz dx
T Jo
4/(mn) se n € impar

o COSTI = 0 se n € par

Como {sinnz , n € N} € um conjunto de funcoes L.I., a igualdade (17) se dd termo-a-termo
1 / 2 _ —t=
—c,(t) +nc,(t) =€ gy -
K

A solucdo desta equacgao, dado que

1 1 !
(‘c;@) + n%n@)) et = = (cult)er™) = g,
K K

€ por integra¢ao

t
cn(t) = cn(0)6"2”t+/§§n/ eSS g
0

t
2 2 2,
_ bne nnt_}_ﬁgne TLHt/ e(nn 1)s ds
0

2 Iign _ 2
— bnennt_'_ 5 <et_ennt>.
n‘k — 1

Para escrever a solu¢ao do PVIF (12), (13) e (14), resta ainda calcular os coeficientes by, ’s dados
pela integral (16):

-2 ™ i
b, = p— (g(ﬂ—x)cosnx . —/0 (g — ) cosnx dx)
1 ™
= — [ (m—2x)cosnz dx
mn J,
]- . iy T .
= — ((71’ — 2z) sinnx|g +2/ sin na d:v)
™m 0
2 s
= — [ sinnz dz
mm? J,
2 4/(mn?) se n é impar

se n € par

= %(1 —cosnm) = { 0



A solugao do PVIF €, portanto,

21— 2
u(t,x) = - Z % (6"2'“ TRERLE. (e’t — 6"2'“)) sinnz . (18)

n?k — 1
n=1

Devido as descontinuidades da fun¢do g(t,x) nas extremidades x =0 e x = 7 , a convergéncia
da série de Fourier da sequnda derivada de u com respeito a4 x nao € uniforme em [0, 7] e, con-
sequentemente, a troca de ordem das derivadas com o somatorio nao € garantida. Lembre que
a garantia de que as derivadas de u podem ser obtidas derivando termo-a-termo a série requer
convergéncia uniforme em [0, 7], que ndo temos quando derivamos duas vezes com respeito a x,
termo-a-termo, a parte (2e~" /) Z((l — cosnm)/n®)(n*k/(n*k — 1)) sinnz da solucdo.

n>1



