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Exercicio 1 (Corda percutida por martelo convexo) Considere o sequinte PVIF:

1
ﬁutt_ua:x:o? (1)

em R={t>0,0<x <}, com condigio de fronteira
u(t,0) =u(t,m) =0, (2)
para t > 0, e iniciais u(0,z) = f(x) =0, 0<zx <7 e

77
— — — <
u(0,7) = g(x) = Acos%(x a) se |r—al<é
0 se 0<z<a—-deat+d<z<m

(3)

onde a e § sao reais positivos tais que 6 < a < m— 0. A solucio do PVIF, equacdes , (@ e (@,
pelo método de Fourier tem a forma

u(t,z) = Z ¢ (t) sinnx (4)

onde
n(t) = by, cos nut + d,, sin not (5)

e, devido as condicoes iniciais:

u(0,2) = i cn(0) sinnz = i b,sinnz = f(x)
n=1

n=1

u(0,2) = Z ¢n(0) sinnz = Z nvd, sinnx = g(x) ,
n=1

n=1
temos que

2 [T )

b, = —/ f(z)sinnx de =0, (6)
T Jo
2 [T )

nud, = —/ g(x)sinnz dx
T Jo
2A a+9d
= /. cos %(m —a)sinnx dz , neN (7)

sao coeficientes de Fourier das fungoes f,g: R — R, 2w —periddicas, impares e tais que em [0, 7],
f(z) € identicamente nula e g(x) é dada por (3). Fazendo a mudanca de varidvel y = x —a em (7)
para centrar a integral em xr = a, juntamente com

cos acos B = % (cos (o + ) + cos(a — 3))



obtemos

24 [? T
d, = — CcOS — ¥ si +a) d
nv g 55 Y inn(y+a) dy
24 [° T . .
= — cos —y (sinny cosna + cos ny sinna) dy
m -5 25
44 | /5 ™
= —sinna [ cos—ycosny dy
T 0 20

= %sinna/a (COS(%-FTL)ﬁy-I—COS(%—n)y) dy
0
5

T
com a integral / cos %y sinny dxr na sequnda igualdade sendo nula devido a paridade impar do
-5
integrando. Integrando a expressao resultante, tendo em vista que
sin (7/2 £ nd) = cosnd

obtemos na sequéncia

24 | 1 . 1 .
nvd, = — sinna <m sin (/2 4+ nd) + %= sin (/2 — né))
= %sinna = + ! cos nd
o7 /20 +n w20 —n
2A /0

= ————————sinnacos no
T w2/ (20)" — n?

80A ) 5
= ——————sinnacosn
w2 — 452n2

de onde se conclui, juntamente com , (@ € (@, o resultado desejado:

80A «— 1 sin na cos nd
ta) = i in not . 8
u(t, x) 5 Z Ry " sin nz sinnv (8)
Observe que a fungdo g é continua e sua série de Fourier Sg(x) = Y °, (nmv/L)d, sinnz

converge uniformemente para g em [0, 7| pelo teste M de Weierstrass. A série de u(t,x) converge
uniformemente em R para uma funcdo da classe C* que, por sua vez, € solu¢do do PVIF no sentido
generalizado — uma solugdo u(t,x) de , (@) € (@ no sentido estrito (veja Teorema 5.1, pag. 137
do livro texto de Djairo G. de Figueiredo) requer que g seja continua e g" seccionalmente continua
em [0, 7].

As sequintes animagoes da solugao analitica (@, truncada nos primeiros N termos, e da solu¢ao
numérica do PVIF, foram gentilmente disponibilizadas por Leonardo Almeida Lessa:

Solucao analitica com N = 2 termos

Solucao analitica com N =5 termos


https://giphy.com/gifs/solution-mathematica-pde-ie6TeKiePRaicVcpLR
https://giphy.com/gifs/solution-mathematica-pde-82FIx2xQtNPCemvrBs

Solucao analitica com N = 10 termos
Solucao analitica com N = 20 termos
Solucao numérica do PVIFE

Como visto recentemente em aula, a formula de D’Alembert

1 T+ut
ult.a) = (Fla ot o)+ S =0+ 50 [ gy
T—vt
€ solucao do PVIF, equagoes , (@ e (@, contanto que os dados iniciais f,g : R — R, sejam
fungoes 2w —periddicas, impares e tais que em [0, 7| coincidam com as funcoes definidas em (@ 0
método de Fourier ja havia solicitado a extensdo dos dados iniciais para a reta. Assumindo que
a solucao de , (@ 2 (@ seja unica (pela conservagao de energia) e como f =0, a solugao do
PVIF ¢
z+ut
u(t,r) = — d
(t2) = o /“t 9(y)dy

com g dada por (@

Tentem explicar por intermédio desta férmula (com g uma fung¢ao 2w —periddica e impar) o
comportamento exdtico das animagoes acima. Note, em particular, o formato achatado (sequndo
seu colega Leonardo "a onda fica chapada boa parte do tempo”) e o atraso em reverter o sinal do
deslocamento da corda (o sinal € invertido bem depois da onda ter atingido a fronteira no menor t
tal que [a — 6 —vt,a+ 6 +vt) N {0,7} # 0). Note que, pela férmula de D’alembert e pela equagio
(8). u(t,z) =0 nos miltiplos inteiros de m/v (por que?).

Exercicio 2 Para obter a equagao da energia do PVIF:

1
ﬁutt—um—kkuzo, (9)

em R={(t,x) :t>0,0<x <L}, sujeita as condi¢coes de fronteira

ur(£,0) —au(t,0) = u,(t, L) + fu(t,L) =0, ¢t>0 (10)
€ 1nicLaLs

w(0,z) = f(r) e w(0,x)=g(x), 0<zx<L (11)
com «, >0, procedemos da sequinte maneira.

Recordando que v* = 7/p, onde p e 7, a densidade (linear) e a tensio da corda em repouso, se
mantém constante durante o movimento, vamos assumir que u € uma solucao no sentido estrito
do PVIF. Sendo u da classe C* em R e da classe C? em R, satisfazendo o PVIF, a equacdo (@
multiplicada por Tuy pode ser escrita como

0 = puguy — Tugu + kTuy,

= PUpUy + TUgly + kTUU — T (UggUy + Upptiy)

k
= L), + 2 (), + T (w7), — 7 (st + )
p T kT
Y (u?>t + b) ( ?ﬂ)t + 9 (U2)t — 7 (Up),


https://giphy.com/gifs/solution-mathematica-pde-1d5NlplBEJROT237hW
https://giphy.com/gifs/solution-mathematica-pde-2x0SjsEdrenYZkbWX0
https://giphy.com/gifs/solution-mathematica-pde-1o1otzFxoQrF3gqtWh

a qual, ao integrar em x sobre o intervalo [0, L], resulta

L
0 = / (puguy — TUzuy + kTung) deo
0

- [ ’ (g (), + T (02),+ 57 (), ~7 <umut>m) d

1 [F
— 5/O (pui + Tul + kru?), doe — 7 Uty | (12)

bastando para isso aplicar o teorema fundamental do cdlculo ao ultimo termo. Sendo o integrando
da expressao acima uma fun¢do continua em R e integrdvel em [0, L], a derivada com respeito a t
pode ser tomada fora da integral. Usando (@), o termo de fronteira pode ser escrito como

—7Tuguly = 7 (ua(t,0)uy(t, 0) — uy(t, L)uy(t, L))
= 7 (au(t,0)u(t,0) + pu(t, L)ut, L))
— g (cu(t,0)* + Buf(t, L)?), . (13)

As equacoes (@ e Juntas resultam em

s
onde ) -
E(t) = E(t) + 5 (o u(t, 0+ B u(t,L)?) . (14)
A energia da corda
E(t) = %/OL (pui + Tu2 + ktu?) dzx (15)

nao € uma quantidade conservada pelo movimento devido a condigao de fronteira (@ A quanti-
dade E(t), que se conserva pelo movimento, pode ser escrita em termos dos dados iniciais do
problema:

. s 1

B = EO) =5 [ (o0l +7 @) + k@) do+ T (f (OF + L) . (16)

Admitindo a ezisténcia de uma solug¢do u(t,z) do PVIF no sentido estrito, vamos provar que
ela é unica. Supondo que haja duas possiveis solugoes do PVIF ul(t,z) e u(t,x), a diferenca

w(t,r) = u'(t,z) — u?(t, x)
satisfaz o PVIF (@, (@) com substituido pelo dado inicial trivial:

1
— Wy — Wy + kw =0,

02
em R={(t,x):t>0,0<xz <L},

w,(t,0) —aw(t,0) =w,(t, L)+ fw(t,L) =0, t>0

4



w(0,2) =0 e w(0,z)=0, 0<z<L.
A quantidade E(t) deste problema, devido sua conservacao e a (@, satisfaz

E(t)=E0) =0
de onde se conclui, tendo em vista € ,

1 L
5/ (pwi + Twi + kTw?) d:c+%(oz w(t,0)?+ B w(t,L)*) =0.
0

Devido a continuidade e positividade do integrando em R e positividade do termo de fronteira,
wi(t,x) = wy(t,z) =w(t,z)=0, t>0,0<z<L
w(t,0) = w(t,L)=0, t>0
ou, equivalentemente,
w(t,x) =0, t>0,0<a<L.

De onde se conclui, devido a continuidade de w(t,r) em R, a contradigdo:

w(t,z) = u'(t,z) —u?(t,x) =0, em R,

a saber, caso exista, u(t,z) € a unica solugao do PVIF definido pelas equagoes (@, (@) € .

As condicoes de fronteira do tipo (@/ sao atribuidas por Djairo, pdg 134, ao final da Sec. 5.1,
de “Andlise de Fourier e EDP”, a uma conexao eldstica as extremidades da corda. De fato, os
termos adicionais a equagao de energia da corda proporcionais a u?, tanto a integral de kTu?/2
quanto os termos de fronteira, sao da forma de uma energia potencial eldstica.



