Sexta Lista de Exercicios de Fisica Matematica I — Solugoes
(Férmula de D’Alembert e Oscilagoes Forgadas)

IFUSP - 8 de Novembro 2018

Exercicio 1 (Corda semi-infinita) Considere o sequinte PVIF:
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ﬁutt_uzxzo) (1)

em R={t >0, x>0}, sujeita a condi¢ao de fronteira
u(t,0) =e*, t>0, (2)
€ 1nIcLaLs
u(0,z)=e* e w(0,x)=sinz, x> 0. (3)
Dividimos o problema em duas partes: (I) Para (t,x) € R tal que x — vt > 0, empregamos a
formula de D’Alembert usual,
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com f(x) =e " e g(x) =sinx, que resulta em
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= e “coshvt + —sinxsinvt . (4)
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Note que, devido a causalidade, o intervalo de dependéncia [z — vt,z + vt] do ponto (t,x) estd
contido no semi—eizxo [0,00), sobre o qual a corda se extende quando em repouso, e a solu¢ao u(t,x)
para os pontos (t,x) tais que x — vt > 0 nao difere da solugdo do PVI de uma corda infinita.

(II) Para (t,z) € R tal que x — vt <0, devemos retornar & solucao geral da equagao (1)):
u(t,x) = F(x +vt) + G(x — vt) (5)
onde F' e G, devido as condi¢oes iniciais (@,
F(x)+G(z) = e,
v(F'(z) — G'(z)) = sinz, z>0

sao dados por

1 1
F(z) = Qe_x—%cosx+K (6)

1 1
G(z) = 56_$+%cosx—K, x>0
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com K uma constante de integracao arbitrdria.

Note que o argumento da funcao G em (@ € negativo restando ainda, neste caso, determinar a
funcao G(x) para x < 0. Para isso, impondo em @ a condi¢ao de fronteira @

F(vt) + G(—vt) = e, t>0
juntamente com @, resulta

G(-y) = e ¥ —F(y)
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Substituindo (@ e (@ em (@, obtemos a solucao

u(t,z) = F(x+vt)+G(—(vt —2))

1 1
= e t=®/v) 4 3 (em(tvh) — em(vima)) o (cos(z + vt) — cos(vt — z))
v
—(t—z/v) —vt : L. :
= e — e Ysinhx 4+ —sinvtsinx (8)
v

para x — vt < 0.

Comentdrio sobre a solugcao e @: O colega Leonardo Almeida Lessa alertou-me sobre
uma inconsisténcia no problema formulado pelas equagoes —(@. Mais precisamente, a sequnda
condi¢ao inicial em (@ para a velocidade da corda no ponto x =0 é 0 enquanto que a derivada em
t da condicao de fronteira (@) no ponto x = 0 e instante t =0 é —1. Embora a solucao € (@
para o desvio da corda semi—infinita com respeito ao repouso seja continua, este deslocamento tem
um ponto que se desloca com velocidade v cujas derivadas a direita e a esquerda diferem por uma

unidade. O Leonardo mais uma vez forneceu-nos, gentilmente, animacgoes da solucao do problema
—(@ e de sua velocidade:

Solugao u(t,z), parav=1 et € |0, 27]
Velocidade w(t,x), para v =1 et € |0, 2n|

Exercicio 2 (Oscilagoes forcadas) Considere o problema:

1
— Uy — Ugy = A cos 2mwt (9)

)
em R={t>0,0<x< L}, sujeita a condi¢do de fronteira
u(t,0) =wu(t,L) =0 , t>0 (10)

onde A, v e w sao reais positivos.

Vamos mostrar que, exceto para certos valores especiais {w,} de w, o problema acima tem
solugao da forma p(x) cos2mwt. Substituindo a forma da solu¢do

U = pcos 2wt


https://giphy.com/gifs/wave-mathematica-pde-5kFWfZyB5hGw7earaJ
https://giphy.com/gifs/wave-mathematica-pde-dCACIsTyCxbvq3b3E4

Juntamente com as sequndas derivadas

Uy = —47T2w2p cos 2mwt
Uy = P cos2mwt
em (@, temos
1/ 47T2 2
—p'——Fwp=A, O<z<L (11)
v

Devido a condi¢ao de fronteira (@), procuramos uma solugao de na forma de uma série de
Fourier em senos:

= nm
=5 cusin 12
p(z) n_lc sin —~ (12)

Para isso, representamos o termo ndo-homogéneo de em uma série de Fourier em senos (de
mesmo periodo 2L ):
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A= h, sin —x, O<z<L 13
; sin 7 x T ( )
onde
24 [*
h, = T i sin%x dz
2A
= — (1 —cosnm) .
nm
Substituindo e em , usando a independéncia linear das fungoes {Sin %x ,n € N},
obtemos 42
T 2 2
F(wn—w )cn:hn
de onde se conclui: se
WAy = (14)
"2L
para todo n € N, entao existe uma solugao p(x) de da forma (@ com
v2 h,
Ch = —S————
472 w2 — w?
Av? 1 —cosnm
_ 15
2nm3 w2 — w? (15)
Determinamos agora a solug¢ao u(t,x) do problema @ e (@) tal que satisfaz
u(0,2) =0 e w(0,z)=0, 0<zxz<L. (16)
A solucdo geral do problema (@ e (@ é
u(t, ) = Unom(t,x) + p(z) cos 2mwt
= Z (by, sin 2wyt + d,, cos 2w, t) sin %I + Z ¢y, €OS 2wt sin %m (17)

n=1 n=1



com b, e d, a serem determinados pelas equacoes

u(0,2) = Z (dp + ¢y sm%x—()
n=1

w(0,2) = 27rwann sin n%x =0.

Pela independéncia linear das fungoes sin “Fx, obtemos
b, = 0

d, = —c,, VneN. (18)

A solugdo do problema PVIF, equagoes @ € (@ e @, no caso nao-ressonante € dada

por (T, (13 < {13):

Av? S 1 — cosnm cos 2rwt — cos 2w, t . N
u(t,z) = 53 . R Sin —1 . (19)

Quando w = w, para algum n, aplicamos L’Hopital a solug¢do u(t,x) com w # w,, no limite
W = wy. Suponha w = wy, para algum ng € N. Entao, aplicando L’Hopital ao termo n = ny da

solucao (@)

oS 2wt — €08 2wy, t (cos 2nwt — cos 2wy, t)’

lim 5 5 = lim -
W—Wng Wy, — W W—wn, (w2 _ w2)
7t sin 2wwt
= m ———
w—>wn0 w

onde " denota a derivada com respeito a w, obtemos uma solugao

(t.2) Av? Z 1 — cosnm cos2mwt — cos 2mw,t . nw
r) = —— sin —
273
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n ws — W
n>1,n#ng n

Av?1 — cosngm tsin2rw,,t . nem
sin ——a
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sonancia. Note que 1 — cosngm se anula quando ng € par e somente 0s modos impares podem ser
ressonantes.

cujo modo de vibragao correspondente a frequéncia wy,, = € amplificado por t, devido a res-



