Mec 1Sem2019 - Lista de Exercicios #2

Lista a ser avaliada por um teste no dia 19.03.
e Leis Newton: aplicacoes I
e Leis Newton: aplicagoes II
e Teoremas de Conservagao I: sistemas de 1 particula.

e Teoremas de Conservagao II: sistemas de 2 e N particulas.

1 Revisitando o plano inclinado

Considere o problema, resolvido em sala de aula, de um bloco de massa m sob um plano inclinado, cuja inclinagao
aumenta a uma taxa « constante (f = at). O plano tem comprimento L e o bloco parte da extremidade do plano
e desliza em direcao ao ponto de apoio. Forgas de atrito e arraste sao ignoradas.

(a) Estude suas anotagdes sobre o problema. Se considerar necessario, resolva o problema para encontrar r(t)
(voceé deve saber resolver o problema) e fixar ideias.

(b) Em quanto tempo o plano estara na vertical? Deduza uma expressao para encontrar o tempo no qual o bloco
desliza toda extensao do plano.
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(c) Para que valores de a* o plano pode chegar na vertical e o bloco ainda néo ter percorrido todo o plano?

Discuta a resposta.

(d) Suponha que quando o plano chega na vertical, o bloco percorreu apenas L/2. Descreva em palavras a
dindmica subsequente do bloco. Para dar suporte a sua discussdo, faca uma diagrama das forgas que atuam no
bloco no instante no qual o plano chega na vertical e imediatamente depois. Faca o mesmo para o vetor velocidade
do bloco.

2 Equacao da trocoide

Em sala de aula discutimos o problema de uma particula sob acao de um campo magnético B = Bpj. Vimos que
para v, = 0, a trajetoria da particula serd uma circunferéncia de raio ro = muvy/qBy no plano zz, onde m é massa
da particula, ¢ sua carga e vp 0 modulo de sua velocidade inicial (que é constante). Neste contexto, podemos definir
we = qBg/m, que chamamos de frequéncia de ciclotron, de maneira que 1o = vg/we.

(a) Discuta qualitativamente o problema para um campo B= Bok e vg, = 0. O que ocorre quando vy, # 07

(b) Considere a presenca de um campo elétrico uniforme e constante E = E,j + E.k (aléem da presenca do
campo B = Byk). Escreva a segunda lei de Newton para o problema. Se concentre na componente z € mostre que
2(t) = 2o + vo.t + (¢E./2m)t2.

(¢) Obtenha expressoes para @(t) e y(t). Determine o periodo destas fungdes. Calcule a média temporal destas
fungoes ao longo deste periodo. A média temporal ao longo de um periodo se escreve:

T
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seu resultado dever4 ser:

{<o‘c> = E,/By
G =0

(d) Considere as seguintes condigdes iniciais: #(0) = E, /By, (0) = —A/w., y(0) =0 e y(0) = A (onde A é uma
constante com dimensdo de comprimento). E mostre que:

We

A

z(t) =—2A coswet + %t
y(t) = Zsinwt



Esta sao as equagbes paramétricas de uma trocoide (use o notebook de apoio para visualizar esta trajetoria).

(e) Esboce a projecdo da trocoide no plano zy. Faca dois esbocos, um para o caso A > E, /By e outro para o
caso A = E, /By (neste caso, a trocoide se reduz a cicloide).

3 Particula carregada num campo elétrico

Um campo elétrico nio uniforme ¢ estabelecido dentro de uma caixa e se escreve E = —Egzk (Eop > 0), onde z é a
distancia vertical ao centro da caixa (ver Fig. 1). Uma particula carregada de massa m e carga qo > 0 é ejetada
para esta regido, e o ponto de ejecdo é considerado a origem do sistema de coordenadas. A velocidade inicial da
particula, controlada experimentalmente, é vy = voyj' + o5k Ignore qualquer outra forga.

(a) Escreva a segunda lei de Newton para particula e resolva as equagoes do movimento. Obtenha 7(¢).
(b) Faca um esbogo da trajetoria da particula. Relacione os pardmetro do problema ao esbogo.

(c) Considere o efeito de uma for¢a de arraste devido a viscosidade do ar no interior da caixa. Reescreva a
segunda lei de Newton para este caso e obtenha 7(t).

(d) Faca um esbogo da trajetoria da particula para este segundo caso.
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Figura 1: Figura representando uma elipse.

4 Bloco em um plano inclinado

Em aula discutimos o problema de forcas de arraste com F o v?. Neste problema, vocé ird encontrar uma maneira
alternativa para estudar a solugdo da aula e assim tirar uma importante conclusao sobre este tipo de movimento.
Considere um bloco deslizando num plano inclinado, com inclinagdo #, na presenga de resisténcia do ar (sem
atrito). Modelamos o resisténcia sobre este bloco como F = kv?, onde k é uma constante. Considere que o bloco
esta inicialmente em repouso e na origem do sistema de coordenadas.

(a) Esboce o diagrama de forcas sobre o bloco e escreva as Eqgs. de movimento.
(b) Mostre que, para g = 0, a solugdo para a seguinte Eq. diferencial:
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Pode ser escrita na seguinte formas:
Z(t) = tanh(t)
Dicas: lembre-se que

1 1, 1 1

1—u2_§(1+u+1—u
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e integre a Eq. para achar a solu¢do como logaritmos. Aplique a condi¢do inicial £y = 0 e depois use as
exponenciais para isolar z(t). Lembre-se ainda que:

exp(t) — exp(—t)
exp(t) + exp(—1)

tanh(t) =

(¢) Utilizando o resultado do item (b), escreva a solu¢do para a velocidade de deslizamento do bloco como fun¢ao
do tempo.

(d) Mostre que o tempo necessario para o bloco mover-se uma distancia d ¢ dado por:

- ™ h !
t= Fgsind cosh™ " [exp(kd/m)]

Onde cosh™! z denota a inversa da funcéo cosseno hiperbolico de . Dica: procure a integral da funcdo f(z) =
tanh(x).

(e) Modifique o problema proposto para incluir um atrito do tipo F,+ = N (apenas discuta o que precisa ser
modificado e o resultado).

5 Forgas conservativas e nao conservativas

Considere uma particula sob agdo de varias forcas dentre as quais F=2%+ y27.
(a) Calcule o trabalho desta forca ao longo de uma trajetéria circular de raio R centrada na origem.
(b) Calcule explicitamente V x F.

(¢) O teorema de Stockes afirma que:

%E.dg‘: /(6 x A).dd
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Discuta o resultado do item (b) a luz do teorema de Stockes.
Considere agora uma particula sob agdo de vérias forgas dentre as quais F= %QAS (coordenadas cilindricas).
(d) Calcule o trabalho desta forga ao longo de uma trajetéria circular de raio R centrada na origem.

() Calcule explicitamente V x F' (dica: olhe o apéndice F do Marion&Thornton para a férmula do rotacional
em coordenadas cilindricas). Discuta o resultado do item a luz do teorema de Stockes.

6 Momento angular de uma particula

Uma particula esté restrita a mover-se em duas dimensoes e estd sujeita a duas forgas, Fie ﬁg, que se escrevem:
F 1 = ?f (r)
Fy, =-\¢

A particula tem massa m , posic¢do inicial |75| = Rg e velocidade inicial ¥y = (vo,, vog)-
(a) Escreva as equagbes do movimento para esta particula.

(b) Determine I, (t) da particula, em relagdo a origem do sistema de coordenadas, para todo tempo t.



7 Forcas centrais e equacao do movimento

A equacdo do movimento para uma particula sob acdo de uma forca central se escreve:

f(r) =m(i —ré?)
0 =m(2r¢ + 1¢)
(a) Mostre que a quantidade [, = mr2¢ é conservada. Substitua ¢ = [, /mr? na equagio para a, e obtenha

uma equagao de movimento para a dinamica da coordenada r que depende exclusivamente da coordenada r e suas
derivadas 7 e 7. Se I, ndo fosse constante, esta conclusdo seria correta? Discuta.

(b) Mostre que a energia mecanica total (ou mais precisamente, uma quantidade conservada h = K +U) de uma
particula sujeita a uma forca central pode ser escrita apenas em termos da coordenada r e sua derivada 7.

(¢) Considere f(r) = £kr (oscilador harmonico 2D, onde k > 0 é constante) e que [, # 0, para que sinal (4 ou
—) movimento circular de raio r = 1 é possivel (dica: para MC # =7 =0) ?

(d) Mostre que para o movimento circular de raio ro, temos também que ¢ = éo é constante. O movimento
circular do item (b), portanto, ¢ um MCU. Encontre ¢y para o caso do item (b). Parece familiar? Discuta.

8 [Energia potencial de Lennard Jones

Considere que a interacio entre ions de Ht e Cl~, respectivamente denotados fons 1 e 2, é descrita pela seguinte
energia potencial:

a b
U(z) = Uo(*ﬁ + ﬁ)

onde Uy, a e b sdo constante positivas e z = |#1 — Z=2| é a distancia entre o centro dos dois ions. Considere que
o ion de H tem massa 1m.

(a) Escreva a energia mecanica total para este sistema de particulas.

(b) Calcule a forga que age sobre cada um dos atomos. Mostre explicitamente que fl(g) = —ﬁg(l), mas que a
aceleracao (magnitude) do HT é consideravelmente maior que a do Cl™.

(¢) Faga um esboco de U(z) e mostre que existe uma distancia de equilibrio estavel entre os fons. Calcule a
frequéncia de pequenas oscilagoes em torno desta distancia.

(d) Considere que um campo elétrico uniforme, que se escreve E = Eyi, onde Ey > 0, é aplicado a este sistema.
Dentre as quantidades energia e momento linear, analise quais sao conservadas para o sistema de duas particulas e
para cada particula do sistema. (4 consideragoes ao todo) .

9 Atracao gravitacional

Um sistema binario de estrelas, de massas mj e msg, onde my > mg, interagem por meio da forga gravitacional:

mimsg

By = —G-T1M2_
1(2) |771 — 772|2 T12

As estrelas se encontram em um estado ligado.

(a) Escreva a energia mecénica total deste sistema. Determine a energia potencial efetiva V., (r) para descrever
este problema de dois corpos. Para simplificar suas expressdo use = mimso/(mi + ms) e k = Gmymsy. Faca um
esbogo de Vs (r).

(b) Determine o momento angular total L, para o qual as massas estdo a uma distancia de equilibrio a. Determine
também a energia total F nesta mesma situacao.

(¢) Mostre explicitamente que é apenas para F < 0 que o sistema estd em um estado ligado (ou seja, que existe
uma distancia méxima e minima entre as estrelas).



(d) Produza um esquema descrevendo a dinimica do sistema de duas particulas para a situagdo de MCU. Adote
Vem = 0 e inclua um tracejado para a trajetéria de cada particula. Indique ainda o vetor posicao relativa e as
velocidades e as aceleragoes de cada particula (vetores) em dois pontos distintos da trajetoria.

10 Foguete e forca constante

Considere um foguete restrito a mover-se em uma tnica dimensdo sob agdo de uma forca externa constante Foi
(Fp > 0). O foguete tem massa inicial M e expele combustivel a uma taxa « constante. A velocidade de expulsao
do combustivel é também constante e de moédulo u.. Considere que em ¢ = 0 a nave possui velocidade vy = vg.i
(voz > 0) e posigao inicial Zy = 0.

(a) A nave precisa ser levada ao repouso pelo sistema de propulsdo. Para que direcdo o combustivel deve ser

expelido? Justifique.

(b) Escreva a equacgdo do movimento para a nave e encontre sua velocidade com fun¢io do tempo. Mostre que
é apenas para u, > Fy/a que a nave estara sendo desacelerada.

(¢) Escreva uma expressdo para o tempo t' no qual a nave tera velocidade 0. Neste instante, qual deve ser a
velocidade de ejecdao para que a nave permaneca em repouso?

(d) Considere sua expressdo para v(t) e faga a seguinte aproximacdo: In(1 — §) ~ —4 para § < 1. Justifique
porque o seu ”§” é tal que 7§” < 1. Dentro desta aproximagao, determine x(t). Qual deve ser u. para que a nave
chegue ao repouso deslocando-se no maximo Ly metros?



