Mec 1Sem2019 - Lista de Exercicios #3

Lista a ser avaliada por um teste no dia 28.03.
e Oscilador harmonico
e Ressonénicas e transientes

e Sistemas fisicos

1 Oscilador 1-D sujeito a uma forca constante

Uma sistema massa mola (massa m e constante k) é fixado a um ponto de apoio e deixado em equilibrio na vertical.
Em ¢ = 0, uma for¢a constante, que aponta para baixo, é aplicada & massa por um tempo tg. Mostre que, apos a
forca ser removida, o deslocamento da massa de sua posigdo de equilibrio (z = x4, onde z é orientado para baixo)
é dado por:

x(t) — Teqg = —[coswo(t — ty) — coswyt]

|

onde w? = k/m. (dica: quebre a Eq. diferencial em duas: ¢ < tg e t > to. Use continuidade de z(t) em ¢, para
achar as constantes da solugao).

2 Trajetoria do espago de fase
No estudo da equagio do oscilador harmoénico amortecido, escrevemos a seguinte equagio para z(t):

2 d \
ﬁx(t) + 26£x(t) +wiz(t) =0

Definimos o parametro w3 = wgj — 3° e diferentes regimes para o oscilador. Para wj < 2, |ws| = /8% — wj
e estamos no chamado regime “superamortecido”. Mostre que a soluc¢do geral para z(t) deste problema pode ser

escrito na forma:

x(t) = [A1 exp(—p1t) + Az exp(—LPat)]
onde definimos 81 = 8 — |wg| € B2 = B+ |wgl.
(a) Para condigbes iniciais v(0) = vg, e 2(0) = xp, mostre que as contantes A; e A sdo dadas por:
_ B2zo+vox
A = 2520*&0
A2 _ _ Bimo+vox

B2—PB1

(b) Se Ay e As sdo # 0, qual termo domina a solugdo para tempos longos (t — 00)?

(¢) Mostre que se A; # 0, a trajetéria final do espaco de fases sempre estard ao longo da reta © = — Sz para
tempos longos.

(d) Mostre que se A; = 0, a trajetoria do espago de fases sempre estara longo da reta & = —fyx para tempos
longos.

(e) Faga um esbogo destas trajetorias assintdticas em um grafico para o espago de fases deste problema.

3 Solucao alternativa para o oscilador forcado
Em aula resolvemos o oscilador forcado amortecido testando a seguinte solu¢ao particular:

xp(t) = Acos(wt + J)

De fato, esta solucao precisa das duas constantes A e § porque no oscilador amortecido ha uma primeira derivada
no tempo (o termo 26%) e a solugdo precisa de uma fase para se ajustar a equagdo. Como alternativa a solugao



encontrada em aula, encontre a solucdo particular para o problema do oscilador harmoénico forcado amortecido,
dado pela equagao:
F
&+ 2B + wir = =2 coswt
m

testando a seguinte tentativa para a funcao particular:

zp(t) = Acoswt + Bsinwt

Escreva explicitamente a expressao para as constantes A e B em termos dos parametros da equacao diferencial
(dica: voce vai usar 3, wg, w, Fy e m). Qual dos termos é relevante para o trabalho da for¢a de prova Fy coswt?
Justifique. Porque as condigdes iniciais zo e vy nao sao relevantes?

4 Energia do oscilador no estado estacionario

Este exercicio ird guid-1@ para estudar questoes importantes relacionadas a energia de um oscilador no estado
estacionério. Para tal, considere a solucao particular obtida no exercicio 1 desta lista.

(a) Determine o valor das seguintes integrais:

1 T
?/0 cos?(wt + ¢)dt

1 /T sin?(wt + ¢)dt
T Jo
Onde T' = 27/w.

(b) A energia mecancia armazenada no oscilador harmonico é dada por:

1 1
E= imiZ + §mw§x2

Calcule a energia média armazenada no estado estacionario durante um periodo de oscilagao. Ou seja, calcule:

_ 1 /T
E = —/ Edt
T Jo
onde T = 27w /w. Lembre-se que no estado estacionario: z(t) = A(w) cos[wt — d(w)]. Deixe sua resposta em
fungdo de A(w).
(¢) Lembrando que:
Fo/m
V(g —w?)? + 45202

Demonstre que a ressonancia (méximo como funcio de w) das energias potencial e cinética ocorrem em frequén-
cias wg distintas.
A expressdo para P(w) foi calculada em sala e se escreve:

(FG /m)puw?
[(w§ — w?)? + (26w)?]

Alw) =

P(w) =

(d) Determine o valor de w para o qual ocorre a ressonancia de P(w). Discuta este resultado em contraste com
o resultado do item (c¢). Em particular, faga uma comparagdo com o caso sem amortecimento 5 = 0.

(e) Uma maneira de definir o chamado fator qualidade Q(w) de um oscilador ¢ a seguinte: “27 vezes a energia
média armazenada no oscilador dividida pela poténcia média absorvida durante um ciclo do oscilador”. Tendo esta
definicio em mente, determine Q(w) para o oscilador e mostre que para w = wy, temos Q = wp/283. Escreva P(wp)
em termos do fator qualidade.



5 Oscilacoes amortecidas e forcadas de uma massa

Uma massa pontual m estd suspensa a partir de um ponto A e mergulhada em um copo com agua (ver figura
abaixo). A massa encontra-se inicialmente em equilibrio e é deslocada para baixo por uma pequena distancia
vertical. O sistema é deixado para oscilar estritamente na vertical. O comprimento da mola, enquanto relaxada,
é lp. A 4gua exerce sobre a massa uma forga de viscosidade proporcional a velocidade Fy;q = —bZ, onde b ¢ uma
constante positiva, e a mola tem constante de mola k. Como a massa é pontual, ndo ha forca de empuxo (ou,
considere desprezivel a forga de empuxo).

(a) Escreva a segunda lei de Newton para determinar a posi¢do da massa m ao longo do eixo z [z(t)]. Escreva
a solugdo geral do problema e faga uma descricdo qualitativa da dinamica da massa. Determine a solucao para
posigao inicial igual a zg.

(b) O ponto de suspensdo é movido para cima e para baixo por um motor externo de maneira que sua posi¢gao
é descrita por z(t) = ng coswt. Modifique a segunda lei de Newton para incluir a dinimica do ponto de suspensao.
Mostre que o sistema é equivalente a um oscilador harmoénico sujeito a uma forca de prova periédica.

(¢) Determine z(t) para o estado estacionério do sistema. A diferenga de fase entre a din&mica da massa e do
ponto de suspensdo seria maior ou menor se o experimento fosse feito no ar? Justifique.

(d) Voce estuda a energia absorvida pelo sistema como fun¢ao de w. Faga um esbogo de um gréfico de P(w)
como fun¢io de w. Indique os pardmetros importantes como wy, altura maxima do pico de absor¢do P4, (w) , etc...
estes parametros devem aparecer no seu esbog¢o como fungao dos dados do problema (k, m, 1o, b, etc).

(e) O sistema é retirado do copo e o experimento de absor¢ao de poténcia é repetido no ar. Faga um segundo
esbogo, e compare os graficos de P(w) como fungido de w obtidos para o experimento feito no ar com o feito na
dgua. Justifique as principais mudancas e semelhancas entre os dois graficos.

Figura 1: Figura ilustrativa.



