MATO0112 - Vetores e Geometria - Lista 1

1. Resolva os seguintes sistemas lineares:

y+3z2—-2t=0
2r+y—42+3t=0
2x4+3y+2z—t=0
—4x — 3y +52—4t =0

2c +y+ 32 =10
(a) T+y+z2=0 (b)
r+3y+22z=13

r+2y+z=2
3z+y—2z=1

(c) dr -3y —2=3 (d)
20 + 4y + 2z =4

6y1 +y2 +ys+ys +ys =10
Y1+ 6y2 +ys +ys4 +ys5 = 20
(e) Y1 +y2 + 6ys +ys +ys =40
Y1 +y2 +ys +6ys +ys =80
Y1+ y2 +ys + ya + 6ys = 160

r—y+2z+w=2
3z+2y+w=1
dr+y+224+2w=3

2. Que condigoes devem ser impostas a m, n e p para que o sistema linear

T+2y—3z2=m
20+ 6y — 11z =n
T—=2y+T7z=p

tenha solugao?

3. Determine os valores de a, de modo que o seguinte sistema nas incoégnitas
x, y e z tenha: (a) nenhuma solugdo, (b) mais de uma solugéo, (c) uma
Gnica solugao:

r+y—z=1
204+ 3y —az =3
T+ay+3z=2

4. Classifique e resolva o seguinte sistema em funcao dos valores de a e b:

zT+y+z=6
r+2y+32=10
r+2y+az=2>%



10.

(Regra de Cramer 2x2): Considere o sistema linear 2 x 2 nas incégnitas

Tey:
ar+by=ce
cx+dy=f "’

onde a, b, ¢, d, e, f sdo reais quaisquer. Mostre que:

(a) Se ad — be # 0 entdo o sistema tem solugao tnica

_de—0bf
T ad — be
e
_af —ce
y= ad — be’

(b) Defina M = ad — be. O sistema terd solugoes se M = 07 Qual a
condicao para que o sistema tenha infinitas solugoes?

. Dada uma matriz A de ordem m X n, prove que:

(a) a equagdo AC = I,, pode ser resolvida <= o sistema linear AX = B
tem solugao para qualquer B, onde X e B sao vetores colunanx1emx1,
respectivamente.

(b) a equagdo CA = I pode ser resolvida <= o sistema linear AX =0
tem solucao unica, onde X é um vetor coluna n x 1.

. Prove que um sistema homogénio com mais varidveis do que equagoes

sempre possui ininitas solugoes.

. Assuma que 1, Z2, ..., T7 sejam nimeros reais tais que:

r1 + 4{E2 + 9563 + 161’4 + 25%5 + 36.’E6 + 491’7 =1
4x1 + 9x9 + 1623 + 2524 + 3625 + 4926 + 6427 = 12
921 4+ 1625 + 2523 + 3624 + 4925 + 6426 + 817 = 123.

Encontre o valor de 16x1 + 25z + 36x3 + 4924 + 6425 + 81xg + 100x7.

. Resolva os sistemas de equacoes abaixo:

202 - -2 +bec=1

2— — =
(a){gazfzglgg (b) a? —2b% + ¢* + 5bc = 8
- 6a® + b2 —7c? —2bc=5

Dica: Faca algumas mudancgas de variavel.

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n e sejam C = kA + B,
D =1rA+sB, onde k, [, r e s s20 ntimeros reais tais que ks — Ir # 0.
Prove que C' e D comutam se, e somente se, A e B comutam.



11. Para uma matriz diagonal A = (aij)lgi,jgm vamos adotar a notagao mais
compacta A = diag(z1,...,z,), onde x; = a;; para todo ¢ € {1,...,n}.
Por exemplo, I3 = diag(1,1,1). Se A = diag(ay,...,a,) e B = diag(by,...,by)
sao matrizes diagonais, calcule, escrevendo na notagao compacta caso o
resultado seja uma matriz diagonal, as seguintes expressoes:

12. Uma matrix quadrada A é dita idempotente se A?> = A. Prove que:

(a) Se A é idempotente, entdo I — A também é idempotente.

(b) Se A e B sao matrizes n X n tais que AB=A e BA= B, entao A e
B sao idempotentes.

(c) Se A é idempotente, entao det(A) € {0,1}.
(d) Se A é idempotente e 2 x 2, entdo tr(A) € {0, 1,2}.

13. Uma matriz quadrada A, «.,, € dita nilpotente se existe um inteiro positivo
k tal que A* = O,,, onde O,, denota a matriz quadrada nula n x n.

(a) Se N é uma matriz nilpotente tal que N2 = 0, prove que I + N é
invertivel e calcule sua inversa em funcao de N.

(b) Prove que toda matriz triangular tal que todos os elementos de sua
diagonal sao iguais a zero é nilpotente.

(c¢) Paracadan > 1, dé exemplo de uma matriz quadrada nxn nilpotente
que nao seja triangular.

14. Seja MT a matriz transposta da matriz M. Prove que (AB)T = BT AT,

15. Prove que, se A e B sao matrizes simétricas de mesma ordem que comu-
tam, entdo AB também é uma matriz simétrica.

16. Prove que, para todo nimero real r,

( T 1—}—7“)2
=1
1—r —r

17. Prove que ndo existe uma matriz M € My (R) tal que M? = <8 (1))

18. Encontre todas as matrizes M tais que M? = (? :Lf)



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sejam A e B matrizes invertiveis, simétricas e que comutam entre si. Prove
que:

(a) Os seguintes pares de matrizes também comutam: A~'e B, Ae B,
A~le B~ L
(b) As matrizes A™'B, AB™! e A"'B~! sdo simétricas.

Encontre todas as matrizes diagonais 2 x 2 que comutam com todas as
matrizes 2 X 2.

Determine, caso exista, a matriz inversa de cada uma das matrizes dadas:

@ (¥ 3)

-2 7 -1
m (5 3 1
-1 2 -1

Sejam F7, Fy e E3 as matrizes elementares de ordem n obtidas da identi-
dade pelas transformacoes elementares L; <— L, L; < Ly +kL; e L; <
cL;, respectivamente, onde i # j e ¢ # 0. Mostre que E! = By, EL = Ey ¢
EL = Es3, onde F, é a matriz elementar obtida da identidade mediante a
transformacao L; < L; + kL;.

Seja A uma matriz real n x n tal que A% = 0. Prove que existe uma tinica
matriz real n x n X que satisfaz a equaciio X + AX + X A2 = A e expresse
X em funcgao de A.

3 r =2
Seja X =[z—2 3 1 |, onde x € R. Sabe-se que det(X? — 6X +
2 -3 3

97) = 400. Quais séo os possiveis valores de x?

Calcule o seguinte determinante:

ﬁ (:erl)2 (m+2)2

Y . y2 Y3
(z+3)*  (z+4)®  (245)°

y4 y5 y6 )
(z+6)*>  (z+7)*  (248)°

Y7 y8 Yo

onde z,y € R e y é nao nulo.



