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1. Considere o conjunto V- = {f(z): R — R : f'(z) = 2f(x), Vz € IR}. Mostre
que a soma de duas funcoes de V' também é membro de V. Mostre que a multiplicacao de
uma funcao de V por um ndmero real também é membro de V. Mostre que V' é um espago
vetorial. Vocé é capaz de encontrar alguma fungao fi(x), nao nula, em V? Existe alguma
outra fungao g(z) em V que nao seja um miiltiplo escalar de fi(x)?

2. Considere V = C, o corpo dos nimeros complexos, munido com a soma usual dos
nimeros complexos e munido com a seguinte multiplicacao por escalar real: se A € IR e
z € V,entao A -z = 0. Com essas operacoes V é um espaco vetorial?

3. Verifique se V = {(z,y) : z,y € IR} é um IR-espaco vetorial com as operagoes de
adicao e de multiplicacao por escalar dadas por:

1) (z1,y1) + (x2,92) = (w1 + 22,1 +y2), A-(z,y) = (\y, Az)
2) (:Elvyl) + ($2,y2) = (xl + z2,y1 + 3/2)’ A (CE,y) = ()\Q?,y)
3) (w1,91) + (w2,92) = (271 — 2y2, —w2 +11), A (2,9) = (z,\y)

4. Seja V. ={x € IR : = > 0}, com as operagoes de adi¢do e multiplicagdo por escalares

dadas por:

tPy=zy, A z=21"

Mostre que V é um IR-espaco vetorial. E verdade que V coincide com o conjunto

S={\-2:XeR}?

5. Seja W = {(z,y) € IR? : x,y > 0} com as operacdes de adicdo e multiplicacdo por
escalares dadas por:

(:Uhyl) @ ($2792) = ($1$27y1y2)7 A (xay) = (.’E)\,y/\).

1) Verifique que W é um espago vetorial.
2) Ache uma base para W.



6. Verifique se S' é um subespaco do espaco vetorial V' nos seguintes casos:

D V=Re S={(z,y,2) : t+y+2=0}

2) V=IR*e S={(z,y,2) : 2=0}

3) V=DMyR) e S={A€V : A tem inversa}

4) V=Rsz] e S={feV : f(0)=f(1)}

5) V=Rsfz] e S={feV : f(x)=f(-2)}

6) V=IRsz] e S={feV : f(—z) = —f(z)}

) V=C*(R) e S={feV : f'(a)+ f(x) + f(x) =0, Vo € IR}

7. Verifique se valem as igualdades abaixo:

1) [(1,0,0),(0,1,0)] =[(1,1,0),(1,—1,0)]
2)  [sin?z, cos? z,sin x cos 2] = [1,sin(2z), cos(2z)]

3) [Lz,2% e =[1,142,1-2%1—2—2?

8. Seja V = CO(IR) o espaco vetorial de todas as fungdes continuas f: IR — IR, com a
soma usual de fungoes e o produto usual por escalar. Seja S ={f €V : f(0) = 0}. Mostre
que S é um subespaco de V. Vocé acha que S é “grande” ou “pequeno”, dentro de V7 Prove
que dada uma fungéo qualquer f € V, existe uma fungdo g € S e uma fungao constante ¢
tal que f(z) = g(z) + ¢, para todo x € IR.

9. Seja V um I[R-espago vetorial qualquer: a) mostre que o oposto de um elemento
qualquer de V' é tinico (o oposto de u € V' é um elemento v € V tal que u+ v = 6) Devido
a esse resultado, utilizaremos a notacao —u para o oposto de wu.

b) Mostre que:

10. A funcéo e® é combinacéo linear das funcdes e(*) ¢ ec03(#)?

11. A funcao sin(z) é combinacao linear das funcgoes sin(e”) e cos(e®)?

12. Se vq,..., vy € um conjunto finito de vetores de um espago vetorial V', mostre que o
conjunto [vy, ..., vy,] de todas as combinagdes lineares de vy, . .., v, é um subespago vetorial
de V.



13. Existe algum conjunto finito de polinémios pi(z), ..., pm(x) em IR[z] tal que

sin(z) € [p1(z),...,pm(x)] 7

14. Se {fi(x),..., fim(x)} é um conjunto L.I. de polindmios em IR[z], mostre que o
seguinte conjunto

x x
{fl('m)e 1y fm(m)e }
também ¢é L.I.
15. Se a1, ...,a, é um conjunto de n nimeros reais distintos, mostre que as fungoes
{qucc’ eagz’ . eanm}

formam um conjunto L.I.

16. Se pi(z) = 23 — 22 + 10, pa(z) = 2 — 2 + 1 e p3(x) = 2% — 2 + 2, mostre que as

fungoes

T 2x 3z

pi(x)e”, pa(x)e™, ps(z)e

sao linearmente independentes.
17. Seja f(x) € IR[z] um polinémio de grau n > 1, digamos
f(x) =ana™ + - + a1z + aop.

Seja x¢p € IR um numero qualquer fixado. Mostre que existem nimeros reais, by,..., by,
univocamente determinados, tais que

f(x) =bn(x —20)" + -+ + bi(x — x0) + bo, Vx € IR.

18. Encontre 3 vetores L.D. no IR? que sio dois a dois L.I.

19. Decida se os seguintes vetores do IRS sao LI ou LD:

(1,1,-1,1,—1,-1), (1,1,1,-3,1,5), (3,3,-2,1,—1,-2).

20. Considere o subespaco S do IR® gerado pelos seguintes vetores:
V1 = (11 _1>O7 17 2)7 Vg = (11 1a 17 27 0)> U3 = (27 07 17 3> 2)1 V4 = (07 17 2731 4)
Encontre uma base de S que esteja contida no conjunto {vy,...,vs}.

21. Seja A € My, xn(IR) uma matriz com m linhas e n colunas. Se denotarmos por ¢; o
vetor do IR™ formado pela i-ésima linha de A e por ¢; o vetor do IR™ formado pela i-ésima,
coluna de A, definimos dois subespacos:

Lin(A) = [f1,...,0n] C R, Col(A) = [e1, ..., cn] © R™.



A dimensao de Lin(A) é chamada de o pdsto linha de A e a dimensdo de Col(A) é chamada
de o pdsto coluna de A. Prove que o posto linha de A é igual ao posto coluna de A.

22. Prove ou dé contra-exemplo:
(1) A intersecgao de dois subespagos de um espaco vetorial é um subespago vetorial.
(2) A reuniao de dois subespagos de um espago vetorial é um subespago vetorial.

23. Dé uma condicdo que dois subespacos vetoriais de um espaco vetorial V' devem
satisfazer para que a sua reuniao seja um subespago vetorial de V.



