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1. Considere os espacos vetoriais de dimensao finita V, W e U e as transformagcoes
lineares T: V - WeG: W — U.

1. Prove que a fungao composta (GoT): V — U, definida por:
(GoT)(v) = G(T(v))
é uma transformagao linear.

2. Fixemos as bases B, C e D, respectivamente, de V', W e U. Mostre que:
[GoTlpp = [Glen[T]sc-

3. Em particular, se L é um espaco vetorial de dimensao finitae 7: V' — V é um operador

linear, mostre que
(T8 = [T1E,

onde B é uma base qualquer de Le T™ =T oT o---oT (m vezes).

4. Com a notacao do item anterior, se C for outra base de L, mostre que existe uma

matriz invertivel M tal que
[T)& = M[TIEM .

2. Considere o subconjunto § do espaco vetorial IR*° definido por:
§ ={(ag,a1,a2,...) € R™® : ap41 = ax +ap—1, k> 1}.
1. Prove que § é um subespaco de IR™.

2. Exiba uma base de §.

3. Encontre todos os elementos (ag,a1,az,...) de § tais que a sequéncia {a,} é uma
progressao geométrica.

4. Exiba uma base de § cujos vetores satisfazem a propriedade do item anterior.

5. A sequéncia de Fibonacci é f = (1,1,2,3,5,8,13,...) € §. Se f = (ag, a1, ...), mostre,
usando os itens anteriores, que para todo k > 0,

_L 1+\/5 k—‘,—l_L 1_\/5 k+1
W=\ 2 S\ 2




3. Seja T': Ry[x] — IR;[z] o operador linear T'(p) = p’ (o operador derivacao). Defina
G: Ri[z] — Ra[z] assim:

1. Mostre que G é um operador linear (um operador integragao).

2. Se B = (1,z,2%) e C = (1,2) sdo as bases de IRy[x] e IR;[x], respectivamente, encontre
[T]p.c e |Gles-

Mostre que T'(G(p)) = p, para todo p € IR;[x].

- W

Mostre que G(T'(p)) = p(x) — p(0), para todo p € IRa[x].

o

Verifique os dois itens anteriores utilizando coordenadas nas bases fixadas.

6. Se derivacao e integracao sao operacoes inversas, como vocé explica o motivo pelo qual

G(T(p)) # p?

4. Considere a sequéncia de Fibonacci {a,}, onde a1 = ar + ax—1, para todo k > 1 e
agp = a1 = 1. Assim, obtemos a sequéncia:

1,1,2,3,5,8,13, ...

Introduzindo uma varidvel auxiliar, b, = a,—1, podemos reescrever a lei geradora da sequéncia

de Fibonacci assim:
Ap4+1 = Qn + bn
bn+1 = (7%

Com a notagao matricial podemos escrever, para todo n > 1:
ant1)y (1 1 an ar (1
boi1)  \1 0)\b,)’ by) \1)°
Mostre que, para todo n > 1, temos:
ant1) (1 1\" (1 )
b1/ \1 0 1)

Considere o operador T': IR? — IR? definido por T'(x,y) = (x + y,x). Mostre que

[Tle = G é) ;

onde C é a base ordenada canénica do IR%2. Mostre que, se B for outra base ordenada do
IR?, existe uma matriz invertivel M tal que

(T]e = MITTRM .

Prove que T' é um operador diagonalizdvel, descreva o sistema dinamico (1) na base que
diagonaliza o operador e dé outra prova da férmula do ultimo item do Exercicio 2.



4. Encontre todas as solucoes do sistema de equacoes diferenciais:

i?l(t) ZZIEl(t) + 65[33(t)
Zo(t) =Txa(t) + 2x3(t)
i5(t) =25(1)

com as condigdes iniciais z1(0) = z2(0) = z3(0) = 2.
5. Encontre todas as solugoes do sistema de equacoes diferenciais:

i‘l(t) = — 25:171(t) — 12x9 (t) + 18:E3(t)
T9 (t) :47.’L‘1(t) + 241’2(t) — 28.’E3(t)
ig(t) = — 20$1(t) — 10%2(15) + 121‘3(t)

com as condigdes iniciais z1(0) = 10, x2(0) = —16 ¢ z3(0) = 7.

6. De um operador T': IR? — IR3 sabe-se que, na base ordenada canoénica C,

1
[T]c= |0
0

S = Q
L Q 2

Encontre todos os valores do parametro a (caso existam) tais que o operador fique diagona-
lizével.

7. Sejam V um espaco vetorial n-dimensional e T: V' — V um operador linear. Vamos
definir duas quantidades associadas a T', o trago de T e o determinante de 7', da seguinte
maneira: fixa-se uma base B qualquer de V' e, se [T|p = (a;;), entao

TI‘(T) =a11 + -+ ann
det(T') =det[Tp

Mostre que essa definicao faz sentido, ou seja, que os valores definidos nao dependem da
particular base B escolhida.

8. Seja T': IR? — IR? um operador linear. Mostre que:
1. Se Tr(T)? > 4det(T) entdao T é diagonalizavel.
2. Se Tr(T)? < 4det(T) entdo T nao é diagonalizavel.

3. Se Tr(T)? = 4det(T) podem ocorrer as duas situacdes.



9. Resolva o seguinte sistema de equagoes dferenciais:

1 (1) 2 3 2\ /n(®)
() ] =0 2 1| |y()
ys(t) 0 0 1/ \ys(?)

com a condicdo inicial y1(0) = 1, y2(0) = 2 e y3(0) = —1. O operador T: IR? — IR? definido
pela multiplicacao da matriz do sistema acima ¢é diagonalizavel?

10. Seja A = (a;j) uma matriz de M, (IR). Dizemos que A é uma matriz triangular
superior se a;; = 0 quando @ > j. Sey = (yi(t),...,yn(t)) e A € My,(IR) é uma matriz

triangular superior, é possivel resolver o sistema

y=Ay ?

11. Seja T: IR?® — IR? o operador definido por:
T(x,y,2) = (2,y,x), V(z,y,2) € R>.
Se C' = (eq, e2,e3) denota a base canénica do IR?, entdo:
1. Encontre [T]c.
2. Ache pp()\) e os autovalores de T
3. Encontre uma base B onde [T]p é diagonal.

4. Encontre [T)p.

12. Seja T': IR* — IR* o operador definido por:
T(x1, 22, x3,24) = (4,3, T2, T1), V(x1,z2, x3,24) € R*.
Se C' = (eq, e, €3, e4) denota a base candnica do IR?, entio:
1. Encontre [T)]¢.
2. Ache pp()\) e os autovalores de T.

3. Encontre uma base B onde [T]p ¢é diagonal.

4. Encontre [T]p.

13. Suponhamos que T: IR™ — IR™ seja um operador linear definido por:

aixp -+ Qip x1

an1 - Qnn Tn



Dizemos que T' é superiormente triangularizavel se existir uma base ordenada B do
IR™ tal que a matriz [T]p seja triangular superior (reveja a definicdo de matriz triangular
superior no Exercicio 10.). Mostre que se T for superiormente triangularizavel, entao todas
as raizes do polinémio caracteristico py () sdo reais e, consequentemente,

pr(A) = (p1 = A)™ -+ (e — A)™,

onde p; € IR e pu; # pj se @ # j. Ou seja: uma condicao necessaria para um operador 1" ser
superiormente triangularizavel é que todas as raizes do seu polinémio caracteristico sejam
reais.

14. Sejam V um espacgo vetorial de dimensao finita n > 1 e T:V — V um operador
linear. Dizemos que o subespaco S de V é um subespaco T-invariante se para qualquer
w € S tivermos que T'(w) € S. Encontre todos os subespagos T-invariantes do operador
T: IR?> — IR? definido por T'(z,y) = (z + ¥y, 7).

15. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitan > 1, T: V — V um operador linear
e S um subespago T-invariante de V. Considere a restricao do operador T ao subespago S:

Tl|s:S— 5, (T |s)(w) :==T(w).
Mostre que a restrigdo G = (T |s) é um operador linear.

16. [Desafio] Sejam V um espago vetorial de dimensdo finitan > 1, T: V — V um
operador linear e S um subespaco T-invariante de V. Considere a restricao do operador T'
ao subespago S:

Tls:S— S, (T |s)(w) :=T(w).

Se T for um operador diaginalizdvel em V', mostre que T |g serd um operador diagonalizavel
em S.

17. [Desafio] Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita n > 1, T: V — V um
operador linear e S um subespaco T-invariante de V. Considere a restricao do operador T'
ao subespago S:

Tl|s:S— S, (T |s)(w) :=T(w).

Assumindo o seguinte resultado sobre determinantes, a saber:

det <‘8‘ g) — det(A) det(B),

onde A é um bloco m x m, B é um bloco k£ x k, C é um bloco m x k e 0 é um bloco nulo
k X m, prove que

pr(A) = per1s) (NP (N),

ou seja, o polinémio caracteristico do operador T' |g é um divisor do polinémio caracteristico

de T.



18. [Desafio] Suponhamos que 7": IR™ — IR™ seja um operador linear definido por:

ail -+ Qip x1

an1 - Qnn In

Suponhamos que pp(A) = (1 — A)™ -+ (g — )™, onde p; € IR e p; # pj se i # j. Existe
alguma base ordenada B do IR™ tal que a matriz [T|p seja triangular superior?

[Sugestdo: prove por indugdo na dimensdo n = dim V. Prove inicialmente para n = 2 (o caso
n = 1 é muito sem graca!). A Hipdtese de indugdo é: se S é um espago vetorial de dimenséo
<(n—1)eG: S — S for um operador linear tal que todas as raizes de pz(\) sdo reais, entdo G
é superiormente triangularizavel. Se V' for um espaco de dimens3o n e uy for um autovalor de T,
considere S = Im(T" — u1I). Prove que S é T-invariante e que dim S < n — 1. Use o Exercicio
17 para ter informag¢des sobre o polindmio caracteristico de T' |g. Use a hipétese de indugdo para
conseguir uma base (si,...,s;) de S onde a matriz de T' |g seja triangular superior. Complete
essa base a uma base de V: B = (s1,..., Sk, v1,...,0:). Mostre que essa base faz o servi¢o!]



