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PROF. PAULO A. MARTIN

1. Seja V = [¢%, 1, x, %], subespago de C°([0,1]). Vamos munir V com o
produto interno:

1
< fg>= /O [F@)g(@) + ['(@)g (2)} de.

(1) Mostre que, de fato, <, > é um produto interno em V.

(2) Encontre a parabola que melhor aproxima e”, relativamente a esse
p.i.

(3) Encontre a pardabola que melhor aproxima e relativamente ao pro-
duto interno:

1
< fig>= /0 f(2)g(x)dz.

2. Considere o subespago V = [e%, 1, x], subespago de C%(|—¢,¢]), onde
€ > 0. Vamos colocar em V o produto interno

< f,9>= i f(z)g(z)dz.

(1) Calcule o polinémio de grau < 1, p.(z), que melhor aproxima e*, em
relacao a <, >..

(2) Mostre que lim._gp:(x) =1+ z.

(3) Que diabos isso significa? Parece que o Henrico tinha razao: o limite
parece ser o polinéomio de Taylor!

(4) Sera verdade que, se f(x): ]| —1,1[— R for derivavel (quantas vezes
se queiral) teremos
e 3 [ "0) 77772
% ). f(z)dz — f(0), 25 | xf(x)de — f(0) 77777

(5) No caso V = [e*, 1, x,2?] a coisa funciona? (Sugestdo: ortogonalize
a base antes!) Afinal, o Henrico tinha ou nao razao?

(6) Se, no lugar de e* tivéssemos |z|, quais seriam as respostas?

(7) Serd que podemos definir a derivada generalizada no ponto x = 0,
de uma fungao continua f(z) em | — 1, 1] como

f'(0) = lim 3 /E xf(x)dr 7777
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(8) Se f(xz) =0 parax <0e f(x) =z para x > 0 entao f(z) é continua
e nao derivavel (no sentido usual) em x = 0. Ela é derivdavel no
sentido generalizado, em x = 0. Calcule f/(0). O que vocé achou
disso?

(9) Considere f(x): ] —1,1[— R a seguinte funcao continua:

1 sex <0
f(:c)—{ z+1 sex>0
Calcule (caso existal) a derivada generalizada f’(0). Compare os
itens (8) e (9) e faga uma critica a essa proposta de derivacao!

3. Encontre a pardbola que melhor aproxima os pontos obtidos experi-
mentalmentes:

(—1,1), (O,—l), (1,1), (2,2).
Calcule o erro

4. Considere a lista experimental de pontos abaixo:

(_1’ 1)a (Oa 1/2)7 (Oa _1/2)a (1a 1)
Colocando no R? a distancia definida por:
d((z,y), (=) = lz — 2’| + [y — ¥/,
encontre a pardbola que melhor aproxima esses pontos (se existir!). Existe

algum produto interno no R? do qual essa distancia seja derivada? E se em
vez de minimizar essa distancia quiséssemos minimizar a distancia:

di((z,y), (2',y) = V(@ =22 + (y —y)? ?

5. Seja V um espaco vetorial n-dimensional (n > 1) e T: V. — V um
operador linear. Se B = (vy,...,v,) é uma base ordenada (qualquer) de V' e
A = [T)p, pensamos na matriz A como o operador A: R” — R" (dado pela
multiplicagao pela matriz A). Suponhamos que existam dois vetores L.I. no
R", {u,v} tais que:

Au = au + b, Av = cu + dv,

para certos escalares a,b,c,d,e. Prove que existem dois vetores L.I. em V
que geram um subespaco T-invariante de V.

6. Seja V um espago vetorial n-dimensional (n > 1) e T: V — V um
operador linear tal que o seu polinémio caracteristico py(A) possui uma raiz
complexa nao real a+bi (b # 0). Se B = (v1,...,v,) for uma base ordenada
qualquer de V e A = [T, use o fato de que R C C e, consequentemente,
R"™ C C", para pensar o operador multiplicacao por A complexificado, ou
seja: A: C" — C™. Mostre que existe ¢ € C" nao nulo, tal que Ap =
(a +ib)p. Escreva ¢ = u + iv, onde u,v € R™ e mostre que

Au = au — b, Av = bu + av.
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Use o exercicio anterior para provar que em V existe um subespago T-
invariante W de dimensao 2. Prove que o polinémio caracteristico da res-
tricdo T'|lw: W — W tem raizes a + bi.

7. Seja V um espago vetorial n-dimensional (n > 1) com produto interno
<,>eT:V — V um operador linear auto-adjunto. Usando o exercicio
anterior, mostre que todas as raizes do polindémio caracteristico pr(A) sao
reais.

8. Considere a matriz abaixo:

B =

— =
— =
g S
— = =

Prove que existe uma base ortonormal do R* (relativamente ao produto
interno usual!) onde o operador multiplicagdo por B é representado por:

0 00O
0 00O
D_OOOO
0 0 0 4

[Sugestdo: n3o faga contasl]

9. No espago M, (R) considere os seguintes subconjuntos:
S,={Ac M,R) : A = A}
A, ={Aec M,(R) : A'=-A}

(1) Mostre que S;, e A, sao subespagos vetoriais de M, (R).
(2) Calcule dim S), e dim A,,.
(3) Mostre que M,(R) =S, ® A,.

10. Considere a fungao T': M,(R) — M, (R) definida por T'(A) = A’.
(1) Mostre que T é um operador linear.

(2) Mostre que T' é um operador diagonalizavel.

(3) Encontre o polinémio caracteristico de 7.

11. [Desafio] Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita n > 1 e
T:V — V um operador linear diagonalizavel. Se W for um subespago T-
invariante de W, decida se a restricao T|y: W — W é diagonalizavel, em
geral.

12. Sejam V = Ry[z], W = Ry[y] e V@ W = L(V,W), o conjunto
de todas as transformacoes lineares de V em W. Serd que existe um modo
natural de pensar em V @ W como R, ., [, y], 0 espaco vetorial de todos os
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polindmios em duas varidveis = e y, de grau no maximo n em x € grau no
maximo m em y?



