Calcule a drea de um disco qualquer e de uma elipse qualquer.

Caleule as trés integrais a seguir invertendo a ordem de integracio (caso
vocé achar que isto vai ser necessaria).

1
(@) [y [z, e *dxdy
(b) ‘[; _[;rms Y V1 +senix -senx dxdy
(c) J’; J:Hz J¥ cos y dydx

Caleule o volume de um elipsuide— +£5 +:—: = 1 usando uma integral
tripla.

Calcule o volume do tetraedro com vértices em

(0,0,0),(2,0,0),(0,1,0),(0,0,2).

Calcule o volume do solido limitado pelo plano-xy e o grifico da fungao
flx,3) =4—x* -2y

Calcule o volume do solido delimitado pelas superficies a seguir no
primeiro quadrante: S;:z =1—y eSy:z=1—x% =%

Determine quais dos conjuntos abaixo tém contetido nulo.
. A é um conjunto finito.

it. il

iii. Q

iv. Uma elipse

V. O conjunto vazio

vi. O grafico da fungio f(x) = e* + cos (sen x)

Sejafl = {(x,3.2) : xX*+y?<1,0<z<1}ef(x,y)=e**" Calculea
integral da fun¢do sobre o dominio dado,

Expligue por que as fungbes abaixo sdo integrdveis a Riemann no
dominio dado.

L fley) =05 . f(00) =1 e 2= B,((0.0)).



il flx.y)=Lsey20, f(x,¥) ==1casoy <0 e 2 = B,((0.0)).

10. Sejal={(x.¥)|1=x=2 0=<y=<1} Calcule a integral dupla das
fungies a seguir sobre 2: f(x,¥) = x+ 2y, g(x,¥) = xv* e h(x,y) = =

Ty

11. Calcule a integral dupla nos casos abaixo
i flxy)=zxcos(Mel={(x.y)|x=20,x*<y<n}
il fy) =y ef={(xy)|0<x<1, 1<y<2}
ii. flxy)=xe={xy|0=x EE ,cos(x) =y = 1 —cos (x)}

12. Calcule o volume dos sélidos de R® dados pelas equagées abaixo.
i X+ <, x+4y+2z<4,2>0
i, x¥¥+y*<4 x+y<z<x+y+1

13. Caleule as integrais triplas abaixo.
. fleyz)=xyz, 0=x=2, 0=y=l 1=z=2
ii. fleyz)=x*+z% x*+y*<1,0<z<1

14. Calcule a massa do cilindrox® 4+ y* £ 1,0 < z < 1 cujo densidade num
ponto é dado por 8(x, v, z) = x2.

15. Caleule a massa do triangulo com vértices nos pontos (0,0), (0,2),(23) e
densidade dado por 8(x, y) = 2x + v.

16. Calcule a massa do cone sdlido 0 =z = 4 — 21.|r‘.1r:2 + y2 sabendo que a sua
densidade num ponto p é proporcional a distancia de p ao eixo—z.

17. No livro texto que vocé escolheu, procure as formulas para calcular o
centro de massa de objetos no plano e no espago.

18. Calcule as integrais triplas abaixo.
i fyz)=xex*+y’=4x>0x+y=<zsx+y+1
i flay2)=vl-2%2 0sx<10=sy=<10=2<1



19. Calcule as integrais duplas descritas a seguir.
i f(xy) = x*+ y? nodisco de raio 2 centrado na origem do plano.
ii.  f(x,y) = sen(4x® + y*) naregido 4x* + y* < 1,y 2 0.
iil. f(x¥) =x*+4y* noanel centrado na origem e raio interno 1 e
raio externo 2.

20. Calcule j': g*'z(xz + y*)3/2 dydx

21.Calcule a integral tripla da fungdo f(x,y, 2) = x*y primeiro na esfera
centrada na origem e raio R e depoisnocilindrox®* +y* £ 1,0z < 1.

22.Calcule a integral dupla da fungio f(x,y) = (x — y)*sen®(x + y) mo
paralelogramo com vértices (m, 0), (2rr, 7), (m, 2m), (0, 7).

23. Calcule a integral dupla da fungio f(x,y) = xy/x* + ¥ na regido do
primeiro quadrante limitado pelo grifico da fungio g(x) = V1 — x2,

24.Caleule a integral da fungdo f(x,y) = x* + y® sobre o disco unitirio
centrado na origem.

25. Calcule o volume do sélido dentro da esferax? + y* 4+ 2% = 16 ¢ o cone

z=Jx2+y2,

26. Calcule a integral dupla da fungio f(x,y) = (x + ¥)® no paralelogramo de
vértices (1,0), (1.2), (2,1), (0,1).

Abaixo vocé encontra respostas e sugestoes de todos os exercicios. Algumas
respostas sao dadas de forma que da para continuar resolvendo os exercicios
pois se reduzem a integrais vistos no curso de Cilculo 1. Outras sdo quase a
solugdo completa do exercicio. Utilize as sugestbes apenas se ndo conseguir
avancar na resolugio do exercicio.

1, nR?, mab. Para o circulo basta usar coordenadas polares e o Teorema de
Mudanga de Varidveis. Para a elipse , note que vocé pode supor que seja

dado por :—: +:—: = 1. Faga a mudanca de variaveis E = pcos(d) .f =
psen(@), Calcule a Jacobiana da mudanga tomando cuidado para escrever



primeiramente x = x(p.8), ¥ = y(p,8): veja que temos x = apcos (8),
y = bpsen(#). A matriz jacobiana é

acos (8) =—apsen(d)
(bsen(ﬂ] bpcos (@) )

A jacobiana é o determinante desta matriz que é abp. Noteque0 < p =1
el <8 < Zm Aplique o Teorema de Mudanca de Varidvel e depois o
Teorema de Fubini para terminar o exercicio.

2. [@) 1= L,.; [este foi totalmente resolvido em aula), [b) i (22 - 1),
L ;

(c) j'; t cos(t)dt (Esta integral se resolve utilizando integracio por partes.

Este exercicios foi totalmente feita na aula de exercicios para relembrar

como fazer isto.). Refizemos todos os itens na aula de exercicio do dia

16.05.2018 e fizemos corregoes nas respostas.

dmabc . . , .
3. —— [Proceda como no primeiro exercicio mas agora ulilizande a

I'v'I-udann;a de Coordenadas Esféricas). O que vocé tem que fazer é fazera
mudanca
X - ¥

== pcos(#) sen(p), == psen(ﬂ}sen{tp},f = pcos (). Disto vocé obtém

a b
x = ap cos(8) sen(g), y = bpsen(@)sen(yp), z = cpcos (¢)

Assim como foi feito no exercicio 1, calcule a matriz jacobiana e depois o seu
determinante, Aplique o Teorema de Mudanga de Varidvel e depois o Teorema
de Fubini. O resultado da jacobiana é abc vezes a jacobiana da coordenada
esférica.

4. Se reduz a integral dupla de f(x,¥) = 2 — x — 2y sobre o triangulo com
vértices (0,0), (2,0),(0,1). Descreve este triangulo e integre a fungio:
D=x=2,0=y=1 —§ e integre usando o Teorema de Fubini.

Note que ndo é necessario usar integrais para obter este volume porém
uma outra solugdo ndo é interessante para o curso de Calculo 111,

5. E a integral dupla da funcgdo f(x,y) = 4 — x? — 2y* dada sobre a elipse
x2+2y* =4, Faca a mudanca de coordenadas x = pcos(8), yW2 =

psen(@) e aplique o Teorema de Mudanca de Varidvel: x = pcos(8), y=

%psen(ﬂ]. Consulte agora o exercicio 1 para ver a Jacobiana desta

mudanga. Vocé agora estd integrando sobre0=p<le0 <8 < 2m Na
regra da fungdo vocé substituirx = x(p,8), ¥y = y(p.8) e obter 4 — p?.
Monte agora todas as pecas e termine a conta desta integral que é a

integral da fungdo (4 — p"-)p"—f schrel =p<1lel =<8 <2nm

6. As duas superficies sio os grificos das fungdes f(x.yv)=1-=y e
glx,¥) =1=x%=y% A projecio da intersecgdo destes dois graficos é o



circulo x* 4+ y* —y = 0. 0 volume procurado é a integral da diferenca
destas duas fun¢des sobre o disco cuja fronteira é este circulo. Para obter
este circulo iguale f(x,3) = g(x,v). Se precisar olha para as notas de
aula do dia 23.04.2018 no site do curso. Nesta aula o exercicio esta
completamente resolvido.

7. Todos eles tém conteddo nulo. Vide as notas de aulas neste site para ver o
por qué disto. Em aula isto foi tratado.

8. A funcao ndo depende da varidavel z. Use isto para reduzir a resposta a
integral dupla sobre x* 4+ y* < 1da f. Usando coordenadas polares a

questio se reduz a [ tet’dt.

9, Mo primeiro item o conjunto de descontinuidades da funcdo é {{0,0)} e no
segundo item o conjunto de descontinuidades é o intervalo segmento de
reta [(=1,0), (1,0)]. O resultado segue por um resultado dado em aula
(vide as notas de aula no site do curso): uma fungdo limitada cujo
conjunte de descontinuidade tem contetddo nule sobre uma regido cuja
fronteira tem conteiido nulo é integravel a Riemann.

10.A primeira integral se reduz a ff{l + t)dt, o segundo vocéd usa que o

dominio é um retangulo e g(x,¥) = g,(x)g2(y) e para a Gltima fungdo a
integral se reduz a [Intdt = —t + tint.

11. O primeiro item se reduz a [ tsen(t?)dt, segundo item a [ t(e' — 1) dt
(que é simples se dividir em duas integrais e aplicar uma substituicdo em
uma delas) e o terceiro item a [t(1— 2cos(t))dt que vocé resolve
dividindo em duas integrais uma das quais se resolve usando integracio
por partes.

12. A primeira é o volume de um cilindro com base x* + ¥ < 1 cuja tampa ¢
o grifico da fungdo f(x,¥) =4—x—y. Logo o resultado é a integral
dupla desta fungio sobre x* + y? < 1, ou seja,

H [4—x — y]dxdy = 4 ﬂ dxdy — ﬂ xdxddy — j yedxdy

xi4yisl xiepis] zdapis] xinyisy
= 47

As duas ultimas integrais sio nulas e a primeira vale a drea do circulo de
raio 1, ou seja, ela vale m,

1 Vi-x?

ﬂ ydxdy = f[ j ydyldx =0

xd+yisl e [
—



0
Se usares Coordenadas Polares a integral se reduz ao calculo da integral

dupla _[: “ _f; [4 — p(cos(0) + sen(#))]dpdf. Esta integral pode ser feito
invertendo a ordem de integracio ou usando o caso particular do
Teorema de Fubini dado em aula (vide notas de aula neste site). Se usara
descricdo em coordenadas cartesianas a integral se reduz a f_ll{4—
x)v1 = x%dx, Esta integral & facil pois ¢ a diferenca de duas integrais uma
das quais representa a metade da drea da circunferéncia de raio 1 e a
outra é do tipo j_rrg(r} dt com a funcio g uma fungdo impar (isto quer

dizer que g(—t} = —g(t). No curso de Calculo | se ensinou a calcular o
valor desta integral: ela vale 0.

A segunda parte se reduz 3 integral da funcao f(x,y) — g(x,¥) sobre a
circulo x* +y2 =4 ondeg(x,¥)=x+vef(x,¥)=x+y+1. Nio ¢
necessario fazer nenhuma conta para se obter o resultado. A resposta é
4 pois diferenca das funcdes é 1e logo a integral se reduz & drea da
circunferéncia que é a projecio deste sdlido sobre o eixo—xy.

13. Note que o dominio é uma caixa e a fun¢do é da forma f(x, v, 2) = xyz =
glx)h(¥)j(2) e logo vocé pode usar o caso particular do Teorema de
Fubini.

Para o segundo item, integre primeiramente na varidvel z reduzindo a
integral & integral dupla [f, ay? e %}dxd}' . A integral
[ wgﬂx?dxdy se resolve utilizande a mudanga de Coordenadas
Polares e aplicando o caso particular do Teorema de Fubini.

14. Isto se reduz a integral dupla da fungio densidade 6(x, y, z) = x?* sobre o
disco .x* + y® = 1. Esta integral é facilmente calculada usando se o
Teorema de Fubini e calculando as integrais [ t3dt e [ cos?(t)dt.

15.A resposta se reduz ao calculo da integral dupla da fungio densidade
&(x,¥) = 2x + y sobre o triangulo dado. Se integrar primeiramente na
variavel v vai ser necessdrio dividir o triangulo em dois tridngulos
menores. Os vértices deles sio respectivamente (0,0),((2,0),(2.3) e
(2,0),(3.0), (2.3). Descreva estes tridingulos e integre a fungdo sobre cada
uma delas e somando os resultados,

Vocé também pode fazer uma Unica integral integrando primeiramente na
variavel x. Neste caso descreva o triangulo da seguinte forma: 0 < y < 2,



%}r sx=3- %_}r. Agora integre a fungio densidade §(x,y)=2x+y
usando estes limites de integragdo,

16. Primeiramente deve-se deduzir que a fungio densidade ¢ dada por
&(x,y.z) = kyx* + y*, onde k é uma constante. 0 cone sdlido pode

também ser descrito comsendo x*+y? <2, 0<z<4-2,/x*+y25e
integral primeira mente na varidvel z a massa procurada € a integral

a=2x eyt
f I Slx, v, 2)dzdxdy
xTey2zzdo

que éigualak [ . . .(kyx* +y2)(4— 2y/x* + y*)dxdy

Uma mudanca de varidveis usando Coordenadas

Polares reduz esta integral a k f: "_[;E pl4 = 2p)dpdd. Use agora o caso
particular do Teorema de Fubini para obter a resposta.

17.Vocé pode consultar qualgquer livro. Esta parte nido trataremos em aula
mas ¢ bom saber das aplicagtes nestes sentido.

18.0 Teorema de Fubini permite integrar primeira na varidvel z obtendo que
aintegral é

xHy+l
f j xdzdxdy
24yisd, a0 x4y

Esta integral € igual a Ixi! I xdxdy [—] Esta

integral se resolve usando a Mudanca de Varidvel de Coordenadas Polares
e o caso particular do Teorema de Fubini.

19. Para o primeiro item basta usar a Mudanca de Coordenas Polares e usar o
caso particular do Teorema de Fubini. Para a segunda parte vocé tem que
descrever a parte de cima da elipse 4x* + y* < 1 em coordenadas
polares. Para isto faca2x = pcos(@) .,y = psen(@), 0= =m0=p =<1
A Jacobiana desta mudanga é f. Faga a mudanga e use o caso particular do
Teorema de Fubuni,

20. Aqui fica melhor primeiro descrever o dominio e notar que é a parte do
disco x* + y* <9 no primeiro quadrante. Descreva o dominio em
coordenadas polares, use o Teorema de Mudanga de Varidveis e finalize
usando o caso particular do Teorema de Fubini.

21, Para a primeira integral utilize a Mudanga de Coordenas Esféricas e o caso
particular do Teorema de Fubini, Para a segunda parte utilize a Mudanga
de Coordenadas Cilindricas e o caso particular do Teorema de Fubini,

22, Primeiramente faga um desenho do paralelogramo. A seguir faga a
seguinte mudan¢a de varidveis u=x-—y,v=x+y. Note que esta
mudanca transforma o paralelogramo num retingulo. Descreva este



retingulo e calcule a Jacobiana da mudanca de varidveis. Cuidado aqui: ou
vocé usa o Teorema da Fungio Inversa ou vocé escreve x = x{u,v), y =
y(u,v). Finalize utilizando o caso particular do Teorema de Fubini.

23.Fazendo um esbogo do dominio se observe que é a parte do disco
x*+y* <1 no primeiro quadrante. Agora pode-se usar a Mudanca de
Coordenadas Polares e o caso particular do Teorema de Fubini.

24. Use a Mudanca de Coordenadas Polares e o caso particular do Teorema de
Fubini.

25.Note que isto pare um sorvete. Podemos calcular o volume de varias
maneiras. Descrevemos duas maneiras. A primeira forma consiste em
escrever a capa esférica como o grifico de uma fungdo f(x,y,2z) e o cone

como o grifico de outra fungio g(x, ¥, z) = /x? + 2. Calcule onde ocorre
a intersec¢do da cone e da esfera darda que isto acontece em cima da
circunferéncia x* 4+ y* < i 0 volume pedido agora é

jL U = g)dxdy

1'"-"":55
Esta integral se resolve usando a Mudanga de Coordenadas Polares e o
caso particular do Teorema de Fubini.

A segunda maneira consiste em descrever o soélido em coordenadas
esféricas. Em aula mostramaos como descrever um cone em coordenadas
esféricas  (p, @, ¢). Mostramos que ¢ = ¢, [az isto. Para descrever o
sorvete, que é o sdlido, é s6 notar que ele se descrevecomo 0 = p = 4,0 <
8 <2m 0= @ = ¢, Note que isto descreve uma caixa. Calcule o valor de
@y e use o Teorema de Mudanga de Varidveis e o caso particular do
Teorema de Fubinl. Note que vocé vai precisar da Jacobiana da Mudanga
de Coordenadas Esféricas.

26. Proceda como no exercicio 22: Faca um desenho do paralelogramo e faca
a mudan¢a de varidveis u=x+y,v=x-—y. Esta mudanca wai
transforma o paralelogramo num retingulo. Novamente cuidade ao
calcular a Jacobiana da Mudanca de Varidveis. Conclua utilizando o caso
particular do Teorema de Fubini.

Muitos dos ercl‘ cios serdo feitos por completo em aula.

Resolver todos s “ om mitoria e r.'nlcas ¢ melhor.




