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Calcule a jr(xz — y+ 3z)ds onde y(t) = (t.2t,t),t € [0,1].
Calcule [ y*dx + (x* + 3xy*)dy, com y(t) = (3 cost,3sen ).t € [0, 27].
Calcule _l'r}rdx + x%dy, sobre acurvay = x(4 — x) com x € [0, 4].

Caleule a integral a seguir separadamente sobre as duas curvas dadas
ambas percorridas na direcdo crescente da variavel independente: ‘I'r Fdy,

Flx,y) = i::?) Y (t) = (8%, £), y2(t) = (¢, t*) com ¢t variando em [0, 1].

Qual a relagio entre as integrais?

Calcule a integral de superficie onde a superficie5:2x + y+ 2z = 6no
primeiro quadrante e a funcio a ser integrada é dada por f(x,y.z) =
ye + 2yz.

Calcule a integral de superficie onde a superficie S: y* +2* =9, 0<x <
4, z = 0eafuncao aser integrada é dada por f(x, y,2) = x + z. Faca esta
integral primeiramente considerando a § como um grifico e depois
parametriza a § e refaca as contas usando a parametrizacio.

Calcule a massa do cone 5:z = 4 — 2,/x? + y%,2z = 0 sabendo que a sua
densidade num ponto P & proporcional a distancia de P ao eixo-z.

Calcule a [f[(x* —y +32)dS onde S:2x+y+2z=6, no primeiro
quadrante.

Calcule a massa do fluxo do campo F(x,y,z) = (x,y.2) pela superficie
S:z=4—-x*—y? z 2 0eadensidade de massa do fluxo igual a 3.

10. Calcule o fluxo do campo gravitacional pela esfera 5¢((0, 0,0)). Suponha

que a Terra se encontra na origem (0,0,0).



11. Calcule o fluxo do campo F(x, ¥, z) = (2z, x, ¥*) pela superficie limitada
pelos plano-xy ez = 4 — x* — y2, Deve-se supor que o vetor normal
aponta para fora o sdlido limitado pela superficie.

12.Considere a superficie 5 definida pelo plano-xy, o planox+z=6¢e o
cilindro x* +y* =4. Calcule o fluxe do campo F(x,v,2) = (x*+
sen(z), xy + cos(z),e¥) porS.

13. Considere o anel : 4 < x* + y* < 9 no plano. Considere o campo Seja F
um campo linear, isto é F(x,y) =4 G) onde A & uma matriz constante

2%2 com coeficientes em [R. Calculo o fluxo deste campo pela fronteira de
{1, Considere o normal sempre apontando para fora do anel.

14. Calcule gf-r Fdy onde F(x,¥)=(x,¥) e y: unido [-1,1] com a
semicircunferéncia0 < y, 1= x% + y%,

15. Resolva as equacdes diferenciais abaixo.
(@A y +xy=x+x+1
(b)y' + i}' = cos (x)
(€)y' =—y+x
(dy' =y+1
(e) " +y'— 6y =x+e” + cos (x)
(0 —vdx +xdy =0
(8) y"+¥' —2y=e"+x*
(h)3f; +2f, = 0,0nde f, = %ngy =

dy
(i) ¥fe —xf, =0
) i=f=0
(k) xfx + yf, =0

16. Calcule o Wronskiano dos seguintes pares de fungoes,
(a) sen(x) e cos(x)
[(b)e* e xe*

17. Encontre um campo G(x, ¥, z) cujo segunda fungio coordenada seja nula
e tal que rot(G)=(y—=2z z—x, x—y). Quantos campos existem?
Justifique.



Abaixo vocé encontra respostas e sugestées de todos os exercicios. Algumas
respostas sdo dadas de forma que di para continuar resolvendo os exercicios
pois se reduzem a integrais vistos no curso de Célculo 1. Qutras sdo quase a

solugio completa do exercicio. Utilize as sugesties apenas se ndo conseguir
avancar na resolucio do exercicio
0 importante & vocé

crescer academicamente. Lembre que estas listas sdo apenas uma parte das
coisas que envolvem este curso. 5o elas:

Para a sua experiéncia de aprendizagem possa ser completa sugerimos que
frequente as aula, 3 monitoria e que se empenhe na resolugao dos exercicios.

Segue agora as sugestoes e solugdes desta lista.

1. Esta é uma integral de linha de um campo escalar f(x,y,2) = x* —y+ 3z
sobre a curva y(t) = (t,2t,t),t € [0,1]. Tem-se _.f{r(t}) =t:-2t+3t=
24ty (=21 e Iy'(t)lI=v6e logo tem-se que calcular a
integral

1
Jﬁf(t’ + Odt

2. E uma integral de linha do campo de um campo vetorial. Na forma como
estd deve-se colocar x = 3cost ,y =3sent e dx=-3sentdtdy=
3 cost dt. Substituindo isto na integral deve-se ainda fazer manipulagdes
trigométricas: cos*t — sen*t = cos*t — (1 — cos%t)? = 2co5%t — 1=
cos (2t) e cos®tsen?t = ismz(zt) = -‘"'—°~°:—{-f’—* . A resposta final: ﬂﬂ

3. A curva ja estd parametrizada: y = x(4—x), dy = (4 - 2x)dx .
Substituindo isto na integral obtem-se

4
fydx datdy = f[x(-i--— x) + x4~ 22)] dx
¥ o



4. Observe que ambas as curvas ligam os pontos (0,0)e (1,1). Uma é o
grifico da fungdo y = +/x e a outra é o grifico da fungio y = x*, Tem-se
quey;(t) = (2t,1), yi(1) = (13t%),

4
(F(rO)n®) = (Firam)20) =§,4£

Segue-se que o trabalho realizada pela forca sobre ambos os caminhos é
igual.

Pode-se provar que isto ndo é um acidente: para provar isto vamos usar
integracio por partes. Seja y(t) = (x(t), y(t)) uma curva qualquer tal que
¥(0) = (0,0) e (1) = (1,1). Note que isto implica que

x(0) =y(0)=0, x(1)=y(1)=1

Varmos usar isto na integra¢do por partes a seguir, Tem-se que
1
[y e
L]
{x(r}x'(r)y(r} 5 x*trly'-:r) 4
2
SOL(GICH fx‘(r:l:-f'(t}
0

ek

i
J

’(t}}'(t} X2y’ Xty 1
det + det ==
o

Isto mostra que a integral independe do caminho. Poderia também ser
observado assim:

0 campo é

C eeRrai.
Logo o campo é conservativo. Note que as fungdes coordenadas deste
campo siao fungdes polinomiais e logo este campo é de classe C*. A regido
delimitada pelas duas curvas, portanto, sempre pertence ao dominio do
campo e logo este campo tem uma fun¢do potencial. Segue de um

resultado visto em aula (vide as notas de aula neste site) que a integral
independe do caminho,



5. Faca um esbogo da superficie S. Ela ¢ um triangulo com vértices
(0,00}, (0,6,0) e (0,03). Tem wvirias formas de obter uma
parametrizacio mas neste caso é mais simples pois ela é o grafico da
fungio glu,v) =22 =g-u —E . esta parametrizagic se obtém
isolando a varidvel z na equacio deSe pondox=uy=vez = gluv)
Assim a parametrizacio da superficie é

) = (uv.gluv)), (W) €,

para obter £}, vocé deve projetar o grifico verticalmente sobre o
plano—xy. Fazendo isto obtém se o triangulo com vértices (0,0), (3,0) e
(0,6). Uma descrigio dele é 0<u<3 0<v<6-2u. Quando a
superficie é o grifico da fungdo g(u, v) vimos em aula que

— 3

Logo a integral pedida é

ﬂ fds = ﬂ Fp G, v)) Il Py iy 1| dudy = %ﬂ[vl + 2vg(u, v)]dudy =
5 {173 s

3
3 I [120 = 2up]dudy
o

6. Faca um eshogo da superficie para ver que & parte de um cilindro de raio
3 e eixo central igual ao eixo—x. Pode-se escrever a equacio de

5 {%}2 + (i}z =1,z= 0,0 < x < 4. Destas duas descrigies obtém-se a
superficie com grifico da fungio g(x,y) =49-y2% 0<x<4, -3<
¥ <3e uma parametrizagio dela é P(u,v) = (1, 3cos v,3senv), 0 =
us4 0=<v=m. Noteque

vl
Wyl ”

Vo) = (0, =), I Vg(u,v) I =

Tem-se também que

tpu{ur l?:l = (Lﬂ:u)a
W (u,v) = (0,—3senv, 3cosv),
PuX Yy = (0,—3 cos v, —3sen v)
0uX P ll= 3.
Tem-se tambeém que
f{u, v,_-g(uv)) =utve f((uv)) =u+ 3senv.

Podemos agora calcular a integral [f, fdS das duas formas pedidas.



4 3
I ff(u,v,g(u.v})- V1 +I Vg 12 dvdu
o =3

ou

L, 1)) -0 X, || dvdu

e—

f

esta tltima é

4 i m 4 o
EjJ-[u+ 3casv]dudv=3ffududu+QJ-Icnspdvdu
00 0o 0o

Qual delas é mais ficil de se fazer? Nem sempre & assim.

Pelo que foi visto em aula a massa de uma superficie é uma integral de
superficie de um campo escalar, Neste caso o campo escalar é a densidade
no ponto p. E dado que a densidade num ponto é proporcional 4 sua
distincia até o eixo—z. Usando o Teoria de Geometria e vetores conclui-se
que p(x,v,z) = ky/x* + y* onde k é a constante de proporcionalidade.
Assim devemos calcular a integral

kJI vxI+y?ds
§

Basta entdo fazer o seguinte: escrever a superficie com o grifico de uma
fungdo g(u.v) ou achar uma parametrizagao u, ) para ela. Vamos
fazer a Gltima coisa: notamos que s curvas de niveisdaz = 4 — 2,/x% + y*
sao circulos. Aproveitando disto colocamos x = ucosv, y = usenve
logo z = 4 — 2u® (note que esta é uma superficie de revolucio e logo vocé
também pode se aproveitar disto para dar uma parametrizagao).
Continuando, tem-se que

P(u,v) = (ucosv,usenv,4—2u), 0<su<2 0=sv<2n

Para obter a varlagdo de u: observe que a intersecgdo de S com o
plano—xy é a circunferéncia x* + y* = 4, Tem-se

1, (1, v) = (cosv,sen v, —2)
P, = (—usen v, ucos v, 0)
P X P (u,v) = (2u cos v, Zusen v, u)

Iy Il = /5u2 = w5
p(p(u,v)) =k

Assim a massa da superficic ¢ a integral



in 2 ir 2

j pds =oj- !p(lp(u. ) Il X 3y |l dudv = k! !u 5 dudv

5

'
= Ekmﬁj u du
(1]

8. Faca um esboco da superficie §5. Ela é um triangulo com wvértices

(0,0,0), (0,60) e (0,03) . Tem wirias formas de obter uma
parametrizagio mas neste caso ¢ mais simples pois ela é o gréfico da

- 6'2 . . - I3
fungdo g(u,v) = % =6—u —E . esta parametrizagio se obtém

isolando a varidvel z na equacdo deSe pondox =u,y=vez = g(u,v).
Assim a parametrizagio da superficie ¢

P v) = (wv.g(uv)), (wv) €,
para obter f1, vocé deve projetar o grafico verticalmente sobre o
plano—xy. Fazendo isto obtém se o triangulo com vértices (0,0), (3,00 e

(0,6). Uma descrigao dele ¢ 0<u<3 0=<v=<6-—2u. Quando a
superficie é o grifico da fun¢io g(u, v) vimos em aula que

e Py Y 3

Logo a integral pedida é
J. fds = H £, v)) - i xap, Il dudv
i1y

5
3
= J-[t.'.2 — v+ 3g(u, v)]dudy =

ity

3 5

E_H [l.!z - 3u _Tv + 18] dudy
2y

3 6=2u

f f [uz —3u—525+ IB]dudu
o o

9. Fluxo ndo se deve apenas por uma forca. Poderia ser um liquido ou gds

em escoamento. Assim o fluxo representa a quantidade de matéria que
passa pela superficie e o seu peso é dada pela integral de superficie
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9. Fluxo ndo se deve apenas por uma forca. Poderia ser um liquido ou gds

em escoamento. Assim o fluxo representa a quantidade de matéria que
passa pela superficie e o seu peso é dada pela integral de superficie



| o(1Ryas

L

onde p & a fun¢do densidade da matéria. Nestes caso ela é constante igual a 3.
Para calcular a integral vamos parametrizar a superficie 5:

5 € uma superficie de revolugdo e também € um grifico. Isto pode ser usado para
achar uma parametrizacio. As curvas de niveis dela sio circulos e usamos isto
para achar uma parametrizacido para ela. Note que a sua intersecgio com o
plano —xy é a circunferéncia x*+y*=4. [Estes dados justificam a
parametrizacio

Plu, v) = (ucos v, usen v, 4 — u?), (mv)EN: 0<su<2 O0<v<in

iy, (u,v) = (cosv,sen v, —2u)
i, = (—usen v, ucos v,0)

Yo X (e, v) = (2u® cos v, 2u’sen v,u)
I Xy, | = (1 + 4u?) = uy1 + 4u?
p(pu,v)) =3
F(p(uv)) = p(wv)

Assim a massa do fluxo pela superficie € a integral

3 ﬂ{w{u, V)X W, (at, v) dudy =

3 J’J-[n.l:3 — u]dudyv = lE:f:JE[u.s —uldu
g 0

10. Estando a Terra na origem tem-se que a distancia de um ponto (x,y, 2)

atéaTerraé l x Il = /x* + y® + 2% A forga gravitacional é inversamente
proporcional com o quadrado da distancia ¢ é uma forga radial. Disto
segue que a forga gravitacional é

X

Fx,y.z) = kT




Note que nido precisamos parametrizar a esfera de raio R para achar um
vetor normal a ela num dos seus pontos (x, ¥, ). De fato o vetor

— X
H(X,J"'.r K) - m

& normal & esfera no ponto (x, ¥, 2) se este ponto pertence a ela, Sendo N
um versor com mesmo sentido e diregio que a F segue-se que

e =0 o L &

Logoe o fluxo pedido é
Fluxo = ﬂ (F(p)|N(p))ds RJ ds

sabemos que

I dS = Area da esfera de raio R que é igual a 4wR?

Isto é conhecido mas lembre que calculamos isto novamente em aula
usando uma parametrizacio da esfera e integrais de superficies.

11. A superficie S pela qual deve ser calculado o fluxo é a unido de duas
superficies:

g 51 Us:
$;:x% + y* < 4 no plano—xy
Spz=4—-x2+y%, z>0
51 n52 = ﬂ

Pelas propriedades da integral de superficie tem-se

ﬂfﬁ=ﬂfd5+£ F ds

Parametrizacies: em exercicios anteriores ja parametrizamos a 5; e logo
podemos escrever diretamente:

Pl v) =, (u,v) = (w,v,0), (wv) € w+vt<id
N(p) = (0,0,-1) eF{_g?, (w,v)) = (0,u,v%)
(F (s (u, ) |N(p)) = —v?

W (u,v) = (1,0,0)
P = (0,1,0)



#’u x *J'-"ufu- U} = [ﬂ, 0, l.jl
Il 4, % . | = 1 (ndo precisamos disto)

Logo

ﬂ Fds=-— ::-U.- vidudv

5y

Ylu, v) = P, (u, v) = (ucos v,usen v, 4 — u?)
(uv)eEN: 0=<u<2 O0=sv=2n
W, (u,v) = (cos v, sen v, —2u)
i, = (—usen v, ucos v,0)

P X (e, v) = (2u? cos v, 2u’sen v, u)
Iy Il = Ju?(1 + 4u?) = uy1 + 4u? (nao precisamos disto)

F(y(u,v)) = (8 — 2u?,ucos v, u*sen*v)
(F(we v))|ux ,(u, v)) = 2u(8 — 2u?) cos v + u®[sen(2v) + sen®v]

Logo
Z Im
j Fds= J-J [2u3 (8 — 2u?) cos v + w?[sen(2v) + sen? u]]dvdu =
oo

im

2
J- I wisen®vdvdu
0 0

Para obter a resposta é sé somar as duas integrais.

12.A superficie 5§ pela qual deve ser calculado o fluxo ¢ a unido de trés
superficies:

5= 51 USEUSE
5.:x? +y? < 4noplano—xy (base)
S x*+y*=4 z=6-x (tampa)
Sux*+y*=40<z<6-—x (lateral)
51”52=a: S|n53=ﬁ, 52“-5'3:'3

Pelas propriedades da integral de superficie tem-se

ﬂﬁds:ﬂ?ds+gfds+gfds

5



Parametrizagoes:

Pl v) =Y (uv) = (np,0), (mv)eEN: i+vicd
N(p) = (0,0,—1) e F(p,(u.v)) = (13 1+ uv,e”)
{F(‘n’:’ifur U]J]pr]} =—e"

P (w,v) = (1,0,0)
Y, = (0,1,0)
1, X Tﬂu(u- v)=(0,0,1)
Il % 4p, I = 1 [ndo precisamos disto)

ﬂ Fds = -ﬂ e*dudv

P, v) =Y v) =(wv,6—u), (wv)€eE: w*+v:<4

Np) = (101

F(2(wv)) = (u? + sen(6 — u), uv + cos(6 — u), e*)

Yo (u, v) = (1,0,-1)
P, = (0,1,0)
P x i (u,v) =(1,0,1)
X Il %1, | = V2 (ndo precisamos disto)
{F(*f’zfu»l’}:li#’ux 'ﬂu{“lv]} =u® + sen(6—u) +e”

J] Fds = Hhﬁ + sen(6 — u) + e”|dudy =
53 2

H [u? + e¥]dudy
72

PY(u,v) = Ps(u, v) = (2cosv, 2sen v,0) + u(0,0,1) = (2cosv, Zsen v, u)
(wv)ef;: 0sv<2m D<u<6-—2cosv
P, (u,v) = (—2senv,2cosv.1)
P, = (0,0,1)
Y, % P, (u,v) = (2cos v, 2sen v,0)
F(4r3(u,v)) = (2cos?v + sen u, 2sen (2v) + cosu, e ¥)
[T g_!:., = 2 (ndo precisamos disto)
(F (2 (e, 1)) b W, (u, ) =
4cos?v + 2sen(u) cos(v) + 4sen(2v)sen(v) + 2 cos(u) sen(v)



ff—'ds:

33

f [4cos*v + 2sen(u) cos(v) + 4sen(2v)sen(v) + 2 cos(u) sen(v)]|dudv
113

Agora é s6 terminar as integrais e somar elas para obter a resposta,
13. Vamos considerar um circulo de raio R

y(t) = (Rcost,Rsent), t € [0,2n]
y'(t) = (—Rsen t,Rcos t)
JCy'(t)) = (—Rcos t, —Rsesn t) = —y(t)

=C 3
F(x,y) = A(;) = (ax + by, cx + dy)

F (y{t}) = R(acost + bsent, ccos t + dsen t)
(Fr@r' @) = —(Firm)lr®) =
R%[acos®t + dsen’t + oL cseﬂ(Et]]

O fluxo pela curva é entio

j (Fr) ' (e))de =

+c
2

Zn
b
RIJ- [a-:aszz + dsen®t + sen(2t)|dt =
o

2m
R? J |aces®t + dsen®t]dt =
¥}

nR*Trago(A) = nR*Trago(D(F)) = nR*div(F) =

ﬂ div(F) dxdy
Intiy)
Veremos futuramente que isto ndo é por acaso. Para terminar o exercicio

aplique o que foi acima lembrando que o normal sempre tem que apontar para
fora do anel.



14. A curva pode ser escrita como a uniio

Y=vriuy:
Ny =0

nt)=(t0)-1=st=<1
' (1) = (1,0)
F(y, () = (t,0)
(Frn@)ly, @)=t

[FOr,© e = [ ea

y2(t) = (cost,sent), Ost<n
y',(t) = (—sent, cost)

F(y2(t)) = (cost, sen t) = y;(1)
(Flr2@)]y',(0) =0

J’{F{Fz(f})h"z(t)}dt = j Odt

15. Damos as sugestdes. Em aula todos serdo feitas.

() ¥ +xy=x*+x+1

O fator integrante é ef xdx, multiplique com o fator integrante, integre
e depois divide novamente pelo fator integrantes. Lembre que no fator

integrante vocé nio incorpora constantes. Vejamos:

y'er'l + xe* 2y = (x% + x + 1)e*/?
'r.'!
(veZ) = (x2 +x + 1)e* /2
2
yez

= ¢+ [(x? + x + 1)e* /2dx, ¢ uma constante

Efetue as integrais e divide tudo pelo F.I. (fator integrante). Se vocé
encontrar dificuldades ou se as integrais nao podem ser resolvidos
ndo tem problema. Continue com os préximos exercicios pois o

importante é vocé dominar a técnica.



(m) ' +Iy=cos(x)

i
O fator integrante & /5™, Proceda como no exemplo anterior,
vejamaos:
OFLé
J'ldt' =elh* = x
x(y'+ *J") = xcos (x)
{x}r}‘ = XCO5 X
xy =c+ | xcos xdx
xy = c+ Xsen x + cosx
¥ix) == + senx + X
(Ny =-y+x

Escrevacomoy’ +y = x.

0 fator integrante e/ 4%, Proceda como antes. Lembre que vocé deve
dominar as técnicas de integragio.

@y =y+1
Escrevacomoy' —y =1

O fator integrante e~/ 4, Proceda como antes.

Py +y =6y =x+e*+cos(x)
A equagao carateristica da equagao humugcnea AF+1-6=0 Useo
principio da superposi¢do para achar uma solugio particular, Lembre
das dicas dadas em aula para achar as solugdes particulares em alguns
casos especificos,

(q) =ydx + xdy = 0

Ela ¢ do tipo
Pdx+ Qdy =10
Ela é exata se
g
dx dy

MNeste exercicio porém tem-se que

aQ dP

dx ﬂy



Pode-se procurar um F.l. que torna ela exata. Tentemos uma da forma
w= p(x)
Precisamos entdo resolver a equacio

a(xp)  9(=yp) _
dx dy

0

Apds derivar obtém-se
2u+xp' =0
cuja solugdo é

1

wx) =

Multiplicando a equacio original com o F.I. obtém-se a equacdo exata

¥ .
Sdx+—dy =0

ou seja, queremos uma fungdo f(x, ¥) cuja gradiente é

1
VCy) = (- 255

Como ja foi visto em cursos de Calculo anteriores como resolver esta
equacio obtém-se

flry)=-=

Observamos que tem outros fatores integrantes. Vocé pode achar uma
outra impondo que ela seja da forma

p=puly)
Existe também da forma
u=p(x,y)

Experimente por exemplo

ulx,y) =m



Nao é preciso vocé explorara todas as situagdes possiveis. Basta que
saiba achar uma solugdo e nem todas as solugdes possiveis.

(r) y"+y' —2y=e* +x*

A equacio carateristica da equacdo homogénea A + A — 2 = 0. Logoa
solugdao geral da equagio homogénea associada é

@u(t) = ae™" + be?*
A solugdo particular vocé procura da forma
@p(t) = ae' + (b + cx + dx?)

Derive esta expressio duas vezes e substitua na equagdo obtendo um
sistema que vocé deve resolver

0 Principio da Superposigio te permite fazer isto de forma separada.
Lembre das dicas dadas em aula para achar as solugdes particulares
em alguns casos especificos, Caso ndo se lembrar consulte as notas de
aula neste site.

A solugio geral é

p(t) = pyu(t) + pp(t)

(5) 3f +2fy =0,0onde fr =Lef, =§£—
Lembre da interpretagio geométrica: {(3,2)|Vf) = 0. Dai segue que
Vf é paralelo a(—2,3). Considere igualdade e resolve a equacao.
Lembre que nem sempre da certo.

() yfe—xf, =0
Novamente a interpretagio geométrica: : {(y, —x)|Vf) = 0. Segue que
Vf é paralelo a (x,¥). Proceda como antes e veja se funciona. Veja:
suponha igualdade obtendo

=
E}'—.‘-\.’
af
a—}’

Nos cursos anteriores de Calculo foi ensinado como resolver um tal
sistema. Vejamos:

Integre a primeira equagio (ou aquela que é mais ficil de ser
integrada) para obter uma expressio para a fungio:



Derive em relagio ja varidvel em que a integracio ndo ocorreuw:

d
-ﬂ-;-= ' (y)

Igualando isto & que vocé tem na segunda equagio do sistema acima
tem-se

ey)=y

() = [ydy = §+ ¢, ¢ umaconstante

Se conclui que todas as fungies procuradas sio dadas pela expressio

] 2
flx,¥) = x? + '?T + ¢, € uma constante

(Wh=fH=0
Interpretagido  geométrica: ((1,-1)|Vf)= . Funciona bem a
interpretagio geométrica? Em aula vamos mostrar como consertar.
Nem sempre da certo este tipo de conserto. A explicagio esta abaixo:

Considere
d
S =Py
d
% Q%)

Se as fungdes envolvidas foram de classe pelos menos €? entap,
aplicando o Teorema de Schwartz obtém-se a seguinte condigiao para
o sistema ter solugdes. Ela € necessiria mas nem sempre ela é
suficiente. Vide as notas de aula neste site.

0Q_ap_,

dx dy

Note que isto é equivale & seguinte condigdo sobre o rotacional do
campo (P, 3, 0):

rot((P,Q,0)) =0



(V) xfx + ¥/, =0
Interpretacio geométrica: {(1,1)|Vf} = 0. Procede como antes e veja

se funciona. Talvez serd necessirio achar um F.IL

16. Caleule o Wronskiano dos seguintes pares de fungoes.

(c) sen(x) e cos(x)
(d)e* e xe*

Lembre que o Wronskiano de duas fungdes é
f g
W(f.g) =det(f, 1)

Usando isto

senx  cosx
W (sen x,cosx) = det ( cosx —sen x) =

xe* .2
W(e* xe*) = det( - e‘+xe"’) =g
17. Encontre um campo G(x, v, ) cujo segunda funcdo coordenada seja nula
e tal querot(G) =(y—2 z—2x x—y). Quantos campos existem?
Justifique.

Seguindo a sugestio escreva

G(x,y.z) = (f(x,5.2).0,g(x. . 2))

e calcule o
(T
d d a2 g d a
rﬂt(G{x,}'.Z]} = (EJa_}"E) K{f. ﬂ.g} = a @ E =
f 0 g

dg of ag of dg of

{ﬂy dz dx'dz ox' dy

Disto segue que



Da tltima equacio segue que

1
flx.y.z)= 5}'2 —xy + ¢(x, 2)

Da primeira equagdo obtém-se

glx,y.2z) = %}r? - yz+ H(x,2z)

Derivando estas duas expressoes obtidas em relacio a z e substituindo na
sepunda equacio segue que

dgp  dH
E-E-E—x
Impomos
g
E—Z
dH
P

Resolvendo de forma mais simples seque que uma solugdo é
1 1
[y2) =5y —xy +52°

1 1
glx,v.2) =§_v1 —yz +§.1::Z

Note que duas solugdes deferem por uma de rotacional nulo. Uma fungao
de rotacional nulo é um gradiente se o dominio foi boa. Logo outras
solugdes sio

1 1 1 1
F(x,y.2) = (E}ﬂ —xy +§z=, 0, E;-.r'z —yz+ix’)+?h[x.y.z}
onde h(x, y,z) é qualguer fungio diferenciavel.

Logo existem infinitos campos que satisfazem esta condigio.

Bons Estudos
Prof. Orlando Stanley Juriaans



