Abaixo vocé encontra respostas e sugestées de todos os exercicios. Algumas
respostas sdo dadas de forma que di para continuar resolvendo os exercicios
pois se reduzem a integrais vistos no curso de Célculo 1. Outras sio quase a

solugio completa do exercicio. Utilize as sugesties apenas se ndo conseguir
avancar na resolucio do exercicio
0 importante & vocé

crescer academicamente. Lembre que estas listas sdo apenas uma parte das
coisas que envolvem este curso. 5o elas:

Para a sua experiéncia de aprendizagem possa ser completa sugerimos que
frequente as aula, & monitoria e que se empenhe na resolucio dos exercicios.

Segue agora as sugestoes e solugdes desta lista.

1) Podemos fazer isto de duas formas: usando uma integral de superficie ou
usando o Teorema do Divergente. Como ji sabemos fazer a primeira
forma muito bem vamos usar o Teorema do Divergente:

Seja Fum campo de classe C? numa regido (aberto e conexo) que contém o
sélido 12 cuja fronteira ¢ uma superficie fechada 5. Entdo o Fluxo por § = dil é

Fluxo = ﬂ{?m}ds: ﬂ] div(F)dv

dV = dxdydz
0 divergente do campo é

0o o 2
div(F) = Traco(DF) = Traco (1 V] IJ) =0
0 2y 0



Assim, pelo Teorema do Divergente de Gauss, o fluxo pela superficie é dado por

ﬂ div(F)dxdydz = 0

solida

Aqui a fronteira do solido é a superficie em questdo. Note que a superficie nao
importa pois o divergente do campo é 0.

2] Observe que a superficie é fechada e o campo é de classe £™. Assim
podemos aplicar o Teorema do Divergente de Gauss. Calculamos

2x 0 cosz
div(F) = Traco(DF) = ng:a( ¥y x —sen z) = 3x
0 & 0

Logo o fluxo a ser calculado ¢

Fluxo = [[f;40 div(Fldxdydz = 3 [ff .. . xdxdydz

Podemos descrever este sdlido assim:

D=z=H-—x

S6lido = 11y y) €0y = ((ey) : ** +y* < 4)

Usando esta descrigio tem-se que o fluxo é

b=-x

Eiﬂ[! xdz]dxdy = 3:!! x(6 — x)dxdy = 13;{;‘- xdxdy — BJ!xzdrd}-

==14r

Explicagdes: A integral abaixo €0 pois na primeira integral vai entregar uma
fungdo impar sobre um intervalo simétrico (também pode usar coordenadas
polares para ver que ela é nula)



e=r

ﬂ-rdxd}r = ![ j xdx]dy =10

iy iy

T ——r—

0

Por outro lado, usando coordenadas pojares para descrever f1; tem-se

x = pcosd
ﬂn={ y = psend
I=p, 0=p=2, 0=8<2m

Disto, e o Teorema da Mudanga de Variaveis, segue que

Im

x*dxdy = || (pcos@)?-p-dfdp = cos? (6)do zpsdp =4n
feeiel ([=on)([<)

1—cos(26)
2

costf =
Para finalizar lembramos do
Teorema de Mudanca de Variaveis:

Sejag: 1 — 0, diferenciavel e injetora e tal que p(212) = df,. Seja

] =det(D(g)) a Jacobiana dep, onde D{p) é a matriz Jacoblana dag. Seja
[:12; — Rintegrivel a Riemann e suponha que o contelido das fronteiras das
regides £ e {2, seja nulo. Entio

nﬂ fx.y)dxdy = ﬂ fepQuv):|]|dudv

3) Primeiramente observe que a fronteira de todas as regides dos quatro
itens sio superficies fechadas e que o Teorema do Divergente de Gauss se
aplica. Ele serd usado em todos os exercicios para calcular o fluxo. Vocé



também pode fazer os calculos usando o Teorema de Integrais de
Superficies que fez parte da matéria da Segunda Prova. Vamos
denominar os sélidos de 41 e § = d12. Vamos entdo ver cada item agora,

(a) Tem-se
4 0 1]
div(F) = Traco(DF) = Tm-;.'a( 0 —4y 0O ) =4-—4y+2z
0 0 2z
. 0=z=<3
Gliagy 8. |(r,}-l EM={(xy): x*+y*<4)

Fluxo = J’f (4— 4y + 22)dxdydz = 4[[[ dxdydz — 4[‘] ydxdydz + 2 ﬂf zdxdydz
n n n n

4[[[ dxdydz = Volume do Cilindro = 48r
n

[If yaxyaz = |f [f ydzldxdy = 3 JI ydxdy = 0
a My 0 Ta

J;ﬂ zdxdydz = J‘![fzdz]drdy = ;;g dxdy = ;ﬁrea{ﬂ,,j = 181

(b) Tem-se

0 1 0
div(F) = Trago(DF) = Trm;u( 0 2y ﬁ) =2y
1 0 0

ﬂ:[ 0<z<,/25-x7-y?

(X EN, ={(xy): x*+y*=<25 x=20, y=0}



JIs-xi—yd

Fluxo = 2 fff, ydxdydz =2 [[, [I ydz]dxdy = Effnu y\f25 — x? — y2dxdy

Usamos primeiramente coordenadas polares para resolver esta integral e depois
coordenadas esféricas.

x=pcosf
Q= y = psen 8 x
f=p, 0=sp=5, DEHEE

LS
532

Fluxo =2 J] Vo 25 = x% = yidxdy = 2 J-jpz 25 = pfsen AdBdp
ay oo

m

3

5 5
Fluxo = 2jsen ado (J. p%J/25 —-pzdp) =2 I %25 — pidp
o D ]

Fazendo a mudanca



{ p=>5senu

w
dp = 5cosudu , UEHEE

w m
5 T z
SEH 2u
ZJ’pEJZES —pidp = IZEUJ‘sentums ‘udu = 125[IJ- { )
0 ] i}
w m
1250 I1 cos(du) 625 m 625 Z 625m
— cos(4u
o 3 Y = 7 --2-- % cos(4u) du = g
0 i

Usamos agora coordenadas esféricas para resolver o problema,

x = peosfseng
0= y = psenfseny

z=pcosep, J=plsenp0<p<5 0<8<

NI==I
=
1A
5
A

ta | A

5

| 3
i
Fluxo = 2 J:H ydxdydz = Ef j fp"‘ senfsen’ pdpdfdyp
i D oD

m o
H H ; 5t 625
T T
Fluxe =2 J‘s.enﬂdﬂ jseﬂzﬁdm (Jpgd_a)=2r1~: e
o [t} a

(c) Tem-se

div(F) = Trago(DF) = Trr:u:u(

L e |
=
L=R=01.~

e
Il
w



0<z<2-2x-2y
= {{I.F)Eﬂ ={(xy): 2x+2y+x*+y*=2}

E+1P+y+1)F <4

1=1x-1y

Fluxo = 3 J;!I dxdydz = 3-Volume(fl) = 3 ﬂJ;J‘[ T! dz] dxdy

=3 I[[Z — 2x — 2yldxdy = 6Area(n;) — 2 H xdxdy — 2 'U ydxdy
g fig g
b dr—2:(=dn) = 2(—4n) = 40n

Explicagoes:
Para calcular as Gltimas duas integrais fazemos a mudanga

x=u—1
y=v=—1

[P H
ﬂ{m}=({1] [1']  J=det@D(@) =1 Dpu+vi<4

Com esta mudanca tem-se

}ﬂ- xdxdy = ;Q-[u = 1)dudv = —Area(f1;) - ;ﬂ- ududy = —4mw

o valor é 0; ja fizemos isto no exerciclo 2

}!I ydxdy = i![l? — Ddudy = —Area(2,) — ﬁq vdudy = —4r

o valor &0; ja fizemos isto no exercicio 2



(d) Tem-se

Ixiy X 0
div(F) = Trago(DF) = Trago| —6x2y? —4x3y 0 |=-x"y+2z
0 0 2z

1= O=z<h
=3 [{x,}-’}Eﬂnz{[x’}-}: 12+},2 E?‘z}

h
Fluxo = Lﬂ [—x%y + 2z]dxdydz = ;!;[ ( nf [—x3y + 23]:1'2) dxdy

=-h J‘j ydxdy + h*Area(,) = mh’r® — h jf ydxdy = nh’r? = h- Vol()
g iy

Fazemos a mudanga para calcular a dltima integral.

x=pcosh
= ¥y = psend
J=p, 0sp=<r, 0=s8<inm

T r

4
[ #yaxay = .,I ! pS cos?0sen dpd6 = c! pSdp)( ! cos¥0sen 0d6)

My

4) Vamos usar novamente o Teorema do Divergente de Gauss. Desta vez a
versao para o plano



Tem-se

- Y

A c) = (ax + by, cx + dy)

F(x,y) = A (;)

Disto segue-se que

D(F) = A

div(F) = a+d = Trago(4)
e logo
div(F) = Trago(D(F)) = 4, + 4, =6
Onde 4,,4; sdo os autovalores de A, Pela hipdtese tem-se que

= da=2
.11:2412

Disto segue que

Obtém-se entdo que

Fluxo = f!‘,F|H:Id$ = JI div(F)dxdy = 6 ﬂ dxdy = 6Area(Int(y)) = 18n
¥

Intiy) (neiy])



5) A solucio é igual ao do exercicios anterior. Precisamos apenas achar os
autovalores para poder calcular o divergente do campo. 0 polindmio
caracteristica é

pA)=4*=2
cujo raizes sao os autovalores
A=1v2

e logo a soma deles é 0, Disto obtém-se que

div(F) = Trago(D(F)) = 4, + 4, =0

Obtém-se entdo que

Fluxo = jg{F [NYds = ﬂ div(Fldxdy = f Ddxdy =0
¥ Int(y} (Re(y)

Note que o comprimento da curva ndo tem nenhuma relevancia.
Adendo:

Se vocé ainda ndo sabe que ¢ o polindmio caracteristico de uma maftriz,
explicamos isto abaixo para vocé,

Consldere a matriz

4=C 2

0 polindmio caracteristico é o polindmio definido por



p(A) = det(Ald — A) = det (Jl ((1} E - (‘; 3 ) = det (’l_'cﬂ A-—bd)

=@-a)A-d)—bc=2—-(a+d)A+ad - bc
= A2 — Trago(A)A + det (4)

Sejam

Ay e A; asraizes de p(d)
pA)=@A-4)A-4) =

A2 — (A + A0+ 4,4,
entio tem-se as

+ A; = Traco(A)

A
Relagdes de Gi [1
elacies de Girard A+ Ay = det (A)

Disto segue que se o considerarmos o campo linear
X
F(x,y) = 4 (}'} =0+ A

entao

div(F) = Trago(D(F)) = Trago(4)
= — (coefiente de A na expressao de p(1))

Uma formula similar vale para matrizes 3x3. Neste caso o polindmio
caracteristico ¢ um polindmio de grau 3. Continua valendo que

p(A) = det(Ald — A)



cujo rafzes denotamos por
j’l" 112 e .&3

A formula é:

div(F) = Trago(D(F)) = Trago(4) = A, + A; + 1,
= — (coefiente de A* na expressao de p(A))

Por exemplo, se o polindmio caracteristica da matriz for
p(A) =22 —21+3
entdo tem-se que

div(F) = —(-1) =1

Todos os resultados provados acima para Campos Lineares no Plano vale
também para Campos Lineares no Espaco. Note que, neste caso, o polindmio
caracteristico tem grau 3 e logo tem trés raizes. Em particular vale que a soma
das raizes do polindmio caracteristico € igual ao trago da matriz e o seu produto
& igual ao determinante da matriz, A relagdo com os coeficiente do polinémio
caracteristico ndo é bem igual.

6) Sejam y; € ¥, as circunferéncias centrados em 0 e de raios 2 e 3,
respectivamente. (Vide também as notas de aula do dia 25.05.2018),
Tem-se que

Lasx*+y’<9

€ uma regido fechada e limitada cuja fronteira

M=y Uy



Para ter a orientagdo positiva deve-se orientar  y, posilivamente e y,
negativamente (ou seja, y;no sentido anti-hordirio e y,; no sentido horario),

Do Teorema de da Divergente de Green tem-se entio que

§'|:F IN)ds = ‘U div(F)dxdy = ﬂ- Traco(A)dxdy = Trago(A) ﬂ- dxdy
= Tragoe(4) - .ﬁ.rﬂ:(ﬂ} S:Trage(d)-m

Mo exercicios 4 foi calculado o divergente deste campo e isto foi usado na
integral acima. Vide também as notas de aula do dia 25.05.2018 para ver mais
sobre este exercicio.

7) Trate-se aqui de Campos Lineares no Espaco. Lembramos que ja foi dito
anteriormente que todos os resultados para Campos Lineares no Plano

valem também para Campos Lineares no Espaco. Pelos dados do
exercicios tem-se gue

o polindmio caracteristico de DF(p,) é
pA)=@A-1DA-2)1-7).
Segue-se que a soma das suas raizes é

div(F(py)) = DF(p) =14+2+7=10>0

Logo trata-se de uma fonte,



8) Na figura abaixo, seja 2 a regido determinado pelo eixo—x e a parte da
curva acima deste eixo e denomine por y = df1. Entio tem-se que

y=[-L1juy

onde y,; € a curva pelo qual queremos calcular o fluxo.

Sendo o campo polinomial segue-se ele é de classe C™ e logo podemos
aplicar o Teorema do Divergente de Gauss obtendo:

J. {F|N)ds + f{FIN}ds = %{Fw:lds = f div(F )dxdy

[=11] ¥
j[ 2z + 2x]dxdy = 0

Disto obtemos que

f (FINYds = — f (FIN)ds
¥i I-'l.]]

Uma parametrizacio de [—=1, 1] e os outros dados que precisamos sao:

F(x.y) = (—x* + y%, 2xy)
y(t) = (=1,0) + (1,0}, t €[0,2]
y'(t) = (1,0)
J(r'(1)) = (0,-1)
F(y()) = F(-1+£,0) = (—=(-1+ £)%,0)
(Faren|J(r'®)) = (—-(-1+ )% 0)I(0,-1)) = 0



Logo

F
[Emas == [ wmas == [FGO)IG @) =-0=0
ri

[-11] 0

9] Considere o campo

¥ -x
F K = P; = i
(xy) = (P,Q) ( — 4x2+:r=)
ydx — xdy
AT R

8Q  x*—-y* 0P
dx = (x2+y?)?  dy

ou seja a forma Pdx + Qdy é fechada. Segue-se que o campo tem um
potencial em qualquer aberto simplesmente conexo,

Temos dois caso a considerar

MNeste caso escolhemos um circulo § com centro a origem e raio R dentro de
Int(y). Este circulo é homotdpico a y. Sendo a forma acima fechada tem-se que
neste caso as duas integrais de linha tém o mesmo valor, ou seja,

jg?dx-xd}*=’g}'dx-xdy_
&



Explicagdes:
Para mostrar que o valor da dltima integral é Zm, parametrizamos o circulo e
calculemos tudo necessario para calcular a integral de linha.

d(t) = (Reos t,Rsent) t € [0, 2n]

F(8(t)) = F(Rcos t,Rsent) = Rl-—z(ﬂsen t,—Rcost) = R—lzjfﬁ{t)}

1 1
(FE@IE©)) = 7z WE@)I = 75 (Rsen £)* + (~Reos ©)?) = 1

Logo

im T

d.

jg y; T :fy f (F(6(®)(@@)dt = f 1-dt =2n
o 0

Neste caso temos que Int(y) é simplesmente conexo. Sendo a forma
associada ao campo fechado, segue-se que ela é exata e logo o campo é
conservativo. Sendo a curva fechada segue-se que neste caso

fydx-rdy_
7 BT

107Usamos primeiramente as propriedades de linearidade da integral de
linha para obter que

f f(2)dz = f (e, y) + iv(x, )]dz = f u(x,y)dz + if v(x,y)dz
¥ ¥ ¥ 4
= fu(x,y)dx + ifu(x,y]d}r - f vix, y)dy +i % v(x,y)dx
¥ ¥ ¥ ¥

= f [u(x, y)dx — v(x, y)dy] + i (f [v(x, y)dx + u(x.y}dy])
¥ ¥



Note que estamos em condicfes para aplicar o Teorema de Stokes no Plano
em cada uma das integrais (note que ndo é o Teorema do Divergente de
Gauss que estamos aplicando e sim um resultado do qual deriva o Teorema
do Divergente de Gauss). Repetimos o enunciado dele abaixo para a sua
conveniéncia:

Seja y uma curva de Jordan e o campo (P, Q) um campo de classe C*. Entio

j- Pdx + Qdy = J] af EP dxdy = ﬂ (rot(F)|k) dxdy

int(y) int{y)

Aplicando o Teorema a as duas Gltimas integrais acima tem-se

jg [ulx, W)dx = v(x, y)dy] + e(% [w(x, ¥)dx + u(x, y}dy])
¥

dr  du
= [ 5 -gyesay + ff [a—‘ 3y Xy
Int(y)

du du dy
ﬂ gy ji[}{a—a;gdmy_uw-u
ntiy

ntiy)

e logo
f f2)dz=0
¥

As equacbes de Cauchy - Riemann afirmam o seguinte:

ar Eu_
a;+‘§;—ﬂ
du dv
dx  ady

Disto segue as duas altimas integrais sdo ambas nulas,



11) Tratando se de fluxo apelaremos para o Teorema da Divergéncia de
Gauss. Para isto definimos

¥ = [=3,4] U Chapeu Saci
el e e
Y1

Acurva y € a fronteira de uma regidao que denominamos de 12, ou seja,
y=an

Observe que, pela definicio do Chapéu de Saci, y é uma curva de Jordan e f1é
simplesmente conexo.

Tem-se
_ (2—2e¥ -—1-2xe¥
DFY= " 307 2e¥ ]
div(F) = Trago(D(F)) = 2
Logo tem-se

Fluxo = %{Flﬂ}ds = J] div(F)dxdydz = 2 J] dxdydz =2-Tn = 14n
Y Intiy) Intly)

Par outro lado

147 = jﬁ{mmds = f (FIN)ds = j‘; (FIN)ds + jg{FIH}ds
¥

|=2.4]uy; [-34] ¥

Assim o flux pedido é

}{Flﬂ'}ds = 14w — f Fds=14n +14=14(r + 1)
¥ =241



Para calcular a dltima integral parametrizamos o intervalo [-3.4] e
calculamos todas as coisas envolvidos no cdlculo do fluxo (observe que
este intervalo de fato é o segmento de reta que liga os pontos (—3,0) e
(4,0):

8(t) = (=3.00 +t(1,0), te€[0,7]
8'(t) = (1,0)
J(8'(®) = (0,-1)
F(6(t)) = F(=3+1,0) = (0,2)
(FEW)I('®)) = -2

Logo

T

§ (Fmras = [(FGOIE ©)de = [ -2t = -14

|=3.4]

Respondendo ao item d respondemos também ao item c. Estes dois
pontos sdo da forma

(a,0),(a+70)

pois ndo podemos mudar o chapéu e sim apenas transladar. Vamos
parametrizar este segmento:

5(t) =(a,0) +t(1,0), t€[0,7]
é8'() = (1.0)
J(8' (1) = (0,-1)
F(&(t)) = F(a +¢,0) = (0,2)
(F(s@)(s" (1)) = -2

Estes dados mostram que o fluxo por este segmento de reta também ¢ de
-14.



Isto mostra que se mudamos o chapéu de lugar o resultado continua o
mesmo. Logo ndo é possivel mudar o chapéu para que o fluxo por ele seja
igual a zero,

12) Vamos calcular o rotacional do campo pois neste caso trata-se de
Trabalho.

a(, 4y*x—2x) 9(—(x?y + 3x —2y))
ax = Ay

rot(F) = (ﬂ, 0, ) = (0,0, x* +4y*—4)

Pelo Teorema de Stokes no Plano tem-se que

Viy) = f Fdy = jf (rot(F }|k}dxdy = j (x% + 4y% — 4)dxdy

Int{y) Int(y)
0 integrando
flay)=x2+4y* -4

€ menor ou igual a zero apenas no interior da elipse y,
Z }I.Z
Int(ye) ={(x.y): ¥*+4y* <4} = {{x.}f} sztis 1}

e logo
V(re) <0
Usando isto obtém-se que
V() 2V(y nyo) = V(yo)

Vamos calcular o valor de V().



Viy,) = ﬂ (x% + 4y* — 4)dxdy = J] (x* + (2y)*)dxdy — 4 ﬂ dxdy
Int{ys) e (ya) Int(ye)
Area(Int(y,)) = 2n
Tn
4

—-2n=-

=3

Para calcular a dltima integral fazemos a mudancga

x:pcnsﬁ‘
=Eseﬂﬂ
=5
0<@<2m, 0<p<l, ;=§
Logo
2 1 1
pE
f (x* + (2y)*)dxdy = f fidpdﬂ =:rfp"'dP=—
Int(ya) 00 o

13} Vamos calcular o rotacional do campo

ad
dx dy dz
x+y—4 3xy 2xz+z®

¢ J
L

| = =

rot(F) = =(0, -2z, 3y—1)

Temos que calcular a integral

ﬂ; (rot(F)|N)dS



[a) Note que a superficie é o grafico da fun¢do
flny) =4=x =y

cuja dominio é a projecio do deste grafico em cima do plano—xy. Esta projegio
chamamos de

2= {(xy): 4=x2=y>=0)

que é um disco de raio igual a 2. Este grifico também é uma superficie de
revolugao mas vamos dar a parametrizacao como grafico que é

Y:0, — R?
Plu,v) = (v, 4 —u —v?)
W, (e v) = (1,0, —2u)
W, (u, v) = (0,1, —2v)

rot(F)oy(u,v) =rot(F)(u.v,4 —u*—v®) = (0,-2(4—u*—v?),3vr—1) =
(0,2u* + 2v* -8,3v-1)

[ k
P (u ) x P (u,v) = ( 0 _gu) = (2u,2v,1))
0 1 =2v

—

{rot(F) = Plu, )|, (u, v) x P (u,v)) = 2u(2u* + 20> - 8)+3v—-1=
dud + duv: —16u+3v—-1

_ YuQuv) X1, (w,v)
I, (e v) % 4, ()|

dS = ||y, (u, v) %, (u, v)|| - dudy

N

Assim lem-se gue

fL (rot(F)IN)dS = J] (rot(F) o Y(u, v)Wu (1t v) X (1, v))dusdv =

H [4u® + 4uv?® — 16u + 3v — 1]dudy
ag



Para calcular a Gltima integral fazemos a mudanca

x=pcost
1 y = psen f
0=8=2m, D=p=<2 J=p

j [4u® + 4uv?® — 16u + 3v — 1]dudy

iy
2 1

=I I[4p’ cosf — 16p cos@ + 3psen 6d — 1]dpdd =
8 0

r 1 2n 1 Ir 1
4! !Epa cos A)dpd — 16! ![p cos @dpdd + 3! ![psen Ad]edpdd

-I J- dpdf = —dn
[}

Area(fy) = 4n

2m

Ijlﬂﬂcnsﬂldpdﬂ . (Ipn dp)(,,f msﬂdﬂ) -

am

ir 1 1
J- ![p" senf]dpdd = !p“dp (;! senfdf | =0

ne {13}

(b) Para poder aplicar o Teorema da Divergéncia de Gauss fechamos a
superficie com o disco {1, (considerado como subconjunto do Espaco)
e chamamos o sélido limitado por f2. Temos entio que

M=5u0,



a(0) a(-2z) d@3@y-1)
= 0, =2z, Iyv—-1)= =
div(rot(F)) = div( y=lm—t % +——5—0+0+0=0

Pelo Teorema da Divergéncia tem-se

J’La{rat(F JINYS = -LU div(rot(F))dxdydz = 0

Por outro lado

0= ﬂ; rot(F)IN)ds = ﬂs |, frotPINas
= IL (rot(F)IN)dS + fL (rot(F)IN)ds

Assim tem-se que

ﬂ; {rot(F)IN}dS = — J-ﬂn{roz(F}[N)dS

Uma parametrizacdo de 12, é

Pi0y — R3
P, v) = (u,v,0)
Yo (1, v) = (1,0,0)
W (u, v) = (0,1,0)

rot(F) e (u, v) = rot(F)(w.v,0) = (0,03v — 1) =

="

k
0 |=1(0.0.1)
0

-

i
%mﬂx%&ﬂ=0
0

il ™ ST |



(rot(F) o y(u, v)| (w, v) x P, (w, v)) =3v =1

) =, {u,v) x lﬁ'p(u, v) _ —E
Il (12, v) % 1y, (ua, W)

ds = dudy

N

Assim tem-se que

[[ srot@rimas = [[ rot(ed o e vyt ) x s w)deudy =
2 L

ﬂ[au — 1]dudv = 3 ﬂ vdudy — ﬂ dudy = 4
Iy iy fa
pois

J] rdudy =0
g

com jd& vimos em varios outros momentos. Vocé pode fazer mudanca para
coordenadas polares (feito no item a) ou vocé pode usar o argumento de fungio
impar integrado sobre um intervalo simétrico em relagao a origem. Como isto ja
foi feito ndo faremos de noveo. Qualquer divida releia os itens (a) e (b) deste
exercicio

[c] Nesta parte vamos usar o Teorema de Stokes:

Ele nos diz que

b
ﬂ; {rot(F)|N)d5 = 1.‘__1;5 Fdlr = !{F o I(0) | (2))dt

Vamos entdo parametrizar a fronteira da superficie. Ela é



S ={(x,y.0): 4—x—y2=0)

uma circunferéncia de raio 2 centrada na origem. Com isto temos a seguinte
parametrizagdo e dados necessarios para calcular a integral.

[(t) = (Zcost, Zsent, Q) , t € [0, 2m]
I'(t) = (—2sent, 2cost, 0)
Fol(t) = (2(cost + sent) — 4, Gsen(2t), 0n)
(Fol(t) |T'(t)) = —Zsen(2t) + Bsen(t) + 24sen(t)cos?(t) — 4sen®(t)

Integrando tem-se

ﬂ;{mt{FJIN}dS = J- Fdr = f{p o (DI (£))dt =

M=d§

f [~2sen(2t) + 8sen(t) + 24sen(t)cos?(t) — 4sen?(D)]dt =
o

Fig n Fa. ] an
-2 [ [sen(20) Jdt + a[ [sen(O)]dt + 24 f [24sen(t)cos (t)}dt — 4I [sen?(e)]de = —an
L] (1] (1] i}

As trés primeiras integrais sdo todas nulas. Nas duas primeiras se trata de
funcoes periddicas em um intervalo cujo comprimento é igual a um miltiplo do
periodo. Na terceira trata-se de uma substituicio simples e a funcio também é

periddica. A dltima integral é igual a m; para ver isto basta usar a formula de
dngulo duplo:

1+ cos(2t)

sen?(t) = 5

18 Tudo que se precisa fazer jd fol indicado no enunciado do exercicio.
Vamos entdo parametrizar a fronteira da superficie e fazer os cilculos.



S ={(x,y.0): 4—x—y2=0)

uma circunferéncia de raio 2 centrada na origem. Com isto temos a seguinte
parametrizagdo e dados necessarios para calcular a integral.

[(t) = (Zcost, Zsent, Q) , t € [0, 2m]
I'(t) = (—2sent, 2cost, 0)
Fol(t)=(02cost, 4sen®t)
(Fol(t) | T'(t)) = 4cos(t)

Integrando tem-se

ﬂ; {rot(F)|N)ds = r=-£5 Fdr = I{F o ()| (t))dt =

2w
4J cos?(t) dt = 4
o

Se calcular a integral de superficie precisamos de notar que a superficie é um
grafico. Vamos ver isto e arrumar todos os elementos para fazer os cilculos,

rot(F) = =2y, 1, 1

N R~
H F| e~
= e wy

Temos que calcular

JI {rot(F)IN)ds



Como ja foi notado a superficie é um grifico, mais especificamente, o grifico da
fungdo

fEy)=4-x -y

cuja dominio é a projecdo do deste grafico em cima do plano—xy. Esta projecao
chamamos de

2= {(xy): 4=x2=y>=0)

que é um disco de raio igual a 2. Este grifico também é uma superficie de
revolugao mas vamos dar a parametrizacao como grafico que é

Y:0, — R?
Plu,v) = (v, 4 —u —v?)
W, (e v) = (1,0, —2u)

W, (u, v) = (0,1, —2v)

rot(F)ey(u,v) = rot(F)(u.v, 4 —u?® —v?) = (8 — 2u® — 2v%, u, v?) =

i 7 k
Py (u,v) X P, (w,v) = (1 0 —Eu) = (2u,2v,1))
0 1 2w

{rot(F) o Y(u, ), (u, v) X P, (u, v)) = 2u(B — 2u? — 2v?) + 2uv +v* =
16u — 4u® — 4uv? — 16u + 2uv + v*

_ YuQuv) X1, (w,v)
I, (e, v) X 4, ()|

ds = ”tpu(ur v) X i, (u, v)|| » dudv

N

Assim tem-se que



f j;_ (rot(RINYAS = [[rot(E) o e v) it ) X iy, v))eudy =
5

I [16u — 4u® — 4uv® — 16u + 2uv + v?]dudv =

16 J] [ududv — 4 fj 3 dudv — -1-ﬂ' uv? dudv — 16 ﬂ- u dudv
+2J]-uvdudv+ H 2dudv = 4n

Todas as integrais ja foram feitos em exercicios anteriores. Apenas a dltima
integral é diferente de zero. Qualquer dificuldade que vocé sentir vejo o que foi

feito mo exercicio anterior e em outros exercicios. Por exemplo, usando
coordenadas polares temos que a Gltima integral é calculada assim

zr 2 2 2
ﬂ vt dudy =J- jp%enzﬂdpdi? = (I sen’ﬂdﬁ')' (j p3dp) =4
f, o 0 ] 0

e, para dar mais um exemplo,

Vit

ﬂ "dudv“j’ j widu |dv =0
=2 N T

0 poisa fungan ¢ impar e integrada num intervalo simétrica.

15] Vocé pode fazer os cdlculos usando uma integral de linha. Neste caso vocé
deve notar que a curva consiste de trés segmentos de reta. Se colocarmos

p =(300)., p;=(030), ps = (0,0,6)

entdo os segmentos de reta sao



[p1.p2] . [pz.psl . [ps.p1]

pois a curva é orientada positivamente. Observe que uma parametrizacio de
cada um dos segmentos é

rt)=p +t(p.—p)
y2(t) = p; + t(ps — p2)
Yi(t) = ps + t(p, — pa)

e as suas derivadas sao

yi(t) =p, —p,
y2(t) = ps —p2
v:(t)=p —ps

O resto destas contas vocé mesmo pode fazer. Aqui vamos calcular a integral de
linha usando o Teorema de Stokes que nos diz que

f (F o T(O)|T" ())dt = I Fdr = ﬂ;{rat{F}lN}dS

r=as

Primeiramente identificamos a superficie como sendo o grifico da fungio
flx.y) = 6—2x -2y
sobre o dominio que é a projecio da superficie em cima do plano—xy.
D={{xy): 0<sx<3,0=sy<3-x}

Para obter a fungio acima bastas isolar a varidvel z da equacdo 2x + 2y +2=6
obtendo f{x,v) = z = 6 — 2x — 2y. Para obter o dominio da fun¢do basta fazer
# = 0 e usar o fato de estar no primeiro quadrante. Obtém-se um triangulo com
vértices (0,0}, (3,0) e (0,3).

Agora podemos facilmente parametrizar a superficie



Wifl, — R3

Wl v) = (u,v,6—2u~-2v)
i, (e, v) = (1.0,-2)
Yo(u,v) = (0,1,-2)
i j k
P (u, v) Xy, (u, v) = (1 0 -2) =(2.21)
0o 1 -2

Também pode se achar o vetor normal 4 superficie usando o que foi ensinado no
Curso de Geometria e Vetores: olhando os coeficientes das varidveis do plano. Se
vocé se lembrar disto use isto e justifique isto de forma devido.

rot(F) e Y(u, v) = rot(F)(u,v.6 — 2u — 2v) = (1,1, -2v)

(rot(F) o ¥(u, v) |y, (u, v) X i, (u, )} = {(1, 1, -20)[(2,2,1)) = 4 - 2v

Usando estes dados tem-se



IL (rot(PINYAS = [[(rotR) o 1, v) e v) X s v))dud =
g

3=-u

3
!![4 = 2v]dudy = J- (! [4- Ztr]du) du =

3
I[‘iE —4u— (u—3)%du=
]

— 2y3®
12u-2u2-¥| =27
Li]

Bons estudos




16) Neste exercicio suponha-se que a distribuicdo de massa do disco seja
uniforme. Isto é importante para que valem as formulas de centro de
massa a que nos referimos,

Sejam

2, = ((x,y) : (x—a)’ +y* <a’)

o disco de raio a e centro (a,0) e y = i1, a sua fronteira. A sua drea é

A= J. dxdy = Area(f,) = ma?®

Assim o cento de massa deste disco & dado por

(a.0) =(x.y.)= J]- xdxdy, Aﬂ- yixdy

jf xdxd}’. f ydxdy

Disto obtém-se que

a= ;?Hﬂn xdxdy e Il '[ﬂu ydxdy =0

elogo

ﬂ xdxdy = ma®
Ny

Para calcular a integral pedido usamos a integral anterior e o Teorema de Stokes
no Plano (note que Int(y) = ;).



= a(2x*(1 a(3x%y?
IFdr=ﬂ (rot(F)|R)dxdy = ﬂ' @ +m)) G, .
dx .ﬂ}r
¥ iy A
=4. ﬂ‘ xdxdy = 4mna?
itg
Assim a integral pedido
f Fdy = 4na®
=

Se vocé gosta de fazer contas para testar seus conhecimentos e habilidades em
calcular integrais, faca entio esta integral sem apelar para a fdrmula que
usamos.

17) Vocé pode calcular esta integral ou como uma integral de linha ou
notando que as condicoes para aplicar o Teorema de Stokes no Plano
estdo satisfeitas. Vamos fazer os cdlculos de duas formas:

Tem-se que

¥= !wi,llui{x.y): 0<y1=x+y?%)
n Yz

e ocampo é

F(x,y) = (x.5)

Note que o campo é radial e logo é normal a reta tangente da curvay, (nao
importa qual seja a sua parametrizacio). Disto segue que o campo nio realiza
trabalho ao longo desta curva, ou seja,



¥z

Uma parametrizagao da curva y, é

n) =0, te[-11)
11 (t) = (1,0)
F(y1(0)) = F(t,0) = (t,0)
(F(rn@)lrim) = (@ 0)l(10) =t

Usando estes dados tem-se

f Fdy, = f Fln@)lyico)de = [ ede=0

= o

Assim

IFdr = J-F-ri}'1+ J-Fd}rz =0
¥ L1 ¥z

der = ﬂ (rot(F)|k) = ﬂ al:y:' a(x} dxd}-

Ine(y} e

18] Isto ja foi comentado no adendo do exercicio 5. Vale reforgar que a
matriz jacobiana de um campo linear sempre é constante e logo o
divergente do campo, o trago da matriz jacobiana, também ¢ constante.

Assim, se



F(p) = ap°

€ um campo linear, onde A é a matriz jacobiana do campo, entdo o fluxo do
campo pela superficie de uma regiao compacta é

J] {FIN}dS = Trago(A) - ﬂ] dxdydz

il n

19)Pode-se fazer os cilculos parametrizando a curva e aplicando a definicao
da integral de linha. Outra forma é perceber que pode-se aplicar o
Teorema de Stokes no Espaco. Vamos fazer os cilculos com este invoque,

Denotamos por § a superficie cuja fronteira & a curva I', ou seja
I'=as
Note que
5 é um tridngulo

e pode ser descrito como o grifico de uma fungao, f(x, ¥), cuja dominio, 2y, éa
projeto de S sobre o plano—xy. MNotando que tudo acontece no primeiro
quadrante do espago obtém-se que {2, é o tridngulo cujo vértices sdo os pontos
(0,0), (1,0) e (0,1). Este tridngulo pode ser descrito assim:

No={(xy): 0sx<1, 0<y=1-x}

Para obter a fungido note que os trés pontos determinam um plano cuja equagio
cartesiana é

x+y+z=1

Disto obtém-se, isolando a varidvel z,



z=fluy)=1-x-y
Com estes dados obtém-se uma parametrizagao da superficie;
Y1, — R?
Plu,v) = (wv,l—u—1)
P (u,v) = (1,0,-1)

Y (u,v) = (0,1,-1)
W, (u,v) X (u,v) =(1,1,1)

Este nltimo vetor vocé também poderia obter olhando para os coeficientes
das varidveis da equacido do plano. Isto é ensinado no curso de Geometria e

Vetores.
Temos também
i J k
d a4 4
tiFl=| — — — |=(-2z,-2x,-2
rot(F) % 3y oz (—2z,-2x,-2y)
2 32 xZ

rot(F) e (u,v) = rot(F) = (wv,1—u—v) = (=2 + 2u + 2v,—2u,—2v)

(rot(F) o (u, v) Iy, (u, v) X i, (w, v)) =
(=(—2+2u+2v.—2u,—2v)I(LL1,1)) = -2

Temos agora todos os dados para aplicar o Teorema de Stokes no Espago.

f Fdr = ﬂ; (rot(F)|N)ds = ﬂs (rot(F) o p(u, v)Ipu(w,v) X h,(u,v))dS

M=as

—2 des = —2hrea(S) = -2 I [ as= 2 ﬂn bt v) X 4, (21, )| duddy =



-2 [[ 1.1 Ddudo = 297 [[ audo = ~2v2hreaca,) == ~2v3-3
g frry
=

0 resultado pedido é

f Fdr = —/2

I=as

20) Este exercicio criel em homenagem a um professor meu quando eu fizo
curso de Doutorado em Matemidtica no IME-USP. Ele vivia me pedindo
encontrar um Chapéu de Saci de curvatura média constante, Isto
resolveria um famoso problema de Plateau.

Vocé mesmo pode esbogar alguns Chapéus de Saci. Este exercicio foi pensado
para vocé aplicar ao Teorema do Divergente de Gauss no Espaco. A
circunferéncia nio foi especificada por causa da pergunta do item [c). Vamos aos
célculos. E bom notar que o campo é linear.

Vamos comecar calculando

2 -1 1
div(F) = T'raco(D(F)) = Trago (1 1 ,.1) =4

Denomine por {2 o solido cuja fronteira é

a0 = Int((d(S) nm)) U S

e aplique o Teorema do Divergente de Gauss obtendo

J;!{Flﬂ}iﬁ' = ‘[J,] div(F)dxdydz = 4-!;?” dxdydz = Vol(1) =43 =12



Por autro lado tem-se que

:ﬂ (FIN)dS = (FIN)dS + g (FIN)YdS

Ine((3{s)Inm))

elogo o fluxo procurado é

ﬂ-{F]H}dS =12 - ﬂ- (FIN)dS
5

Ine((A(£Inm))
Temos que parametrizar
Int((3(5) N 7))

que & um disco, D, cuja fronteira coincide com a fronteira de 5, ou seja,

9 (mt((3($) nm)) = as
Sejam

(a,b,0) e R respectivamente o centro e raio de D

Qo ={(x.y): x*+y* <= R?)

Entdo uma parametrizacio do disco é

Y:fly — D
Plu,v)=(a+ub+v0)
P, (u,v) = (1,0,0)
P (u,v) = (0,1,0)
P (u,v) x4, (u,v) = (0,0,1)
dS = i, (u, v) x 1, (u, v)||dudv = ||0, 0, 1)||dudv = dudv



Estando o disco contido no Plano—xy e precisando do normal exterior de £, tem-
se pela definicdo do Chapéu de Saci que o vetor normal
N=Fk=(001)

Fepluv)=Fla+ub+v0)
=2a+2u—b—v,a+b+utv3a+3u+5b+5v)

{Fop(u,v)|N} = 3a+ 5b + 3u + 5v

Logo tem-se que

(FINdS = J] [3a + 5b + 3u + Sv]dudr =
Int((B(5nm))

(3a + 5b) J]dudu + 3 J] ududv + SJ] vdudy

nR*

As duas integrais ja foram calculadas vdrias vezes em exercicios anteriores e
mostradas serem nulas de duas formas.

Logo tem-se que

H{FIN}{E&' =12- J] {(FIN)S = 12 — (3a + 5b) "wR?
3 Int((3(s)nm))

Note que o fluxo depende tanto do centro do disco quanto do raio do disco.

Quando o raio

tem-se que



[JeFiwras =12 4a+50)- 1

5

Este fluxo é nulo se e somente se

=0=

Em geral o fluxo é nulo se e somente se

12— (3a + 5b) - mR? = 0 =

Isto mostra que o fluxo

se 0 somente se

- e 12
a5 ={(x.y): (x—ﬂ)’+(y-b}3=g*,3g+5b=ﬁl

ou seja, os disco cujos centros (a, b) estio em cima de uma mesma reta
3a+5b=d

e 0s seus raios sio iguais, sendo o valor do raio R determinado pela constante
d > 0 dareta e sendo a relacdo ente o raio e a constante dado pela equagio



12

P
j;"q_irn':."

Se o raio for igual a 2, a reta, como vimos a cima, é

3a+4b=

Vamos ver o que acontece com um disco cujo centro estd sobre a reta
3a+4b=0

No caso geral provamos que

ﬂ{FIN}dS =12 —4(3a+5b) -
k3

e logo, como 3a+ 4b =0, tem-se que se o centro do disco estiver sobre esta
reta entdo o fluxo

JJ{FIHMS =12

independentemente do tamanho do raio do disco.

21) Vamos resolver as equacgdes. Muitas delas ja foram resoclvidas em outras
listas ou nas notas de aula,

(a) |4 foi feito de vdrias formas nas notas de aula. Primeiramente foi
maostrado que ela ndo é fechada e depois encontramos trés tipos de
fator integrantes e resolvendo a equacio em cada um dos casos,
Vamos rever todos estes casos:



—vdx + xdy =0
E ndo é exata pois

_9y) 96 _
A= Yo

Verificamos que existe um fator integrante da forma

B = p(x)

para isto mostramos que a funcio a seguir depende somente da variavel x:

Logo

(x) = el(=2fx)dx = plnz™ _ %

Multiplicando a equagio original
—ydx +xdy =0
pelo fator integrante obtém-se a seguinte equagio que agora é exata

¥

1
—x—adx+;dy =0



Mos cursos anteriores de Calculo vocé aprendeu como resolver:

Tem-se que achar uma fungdo potencial f tal que

"?f(-"f-}'}=f“;§ 4;
ou seja
af _ ¥
dx  x?
af 1
ay «x

Da dltima equagdo obtém-se
af 1 ¥y
fen =5 dy= [ zay=2+he)

Derivando esta funciao obtida em relagio & varidvel x e igualando & derivada
parcial do sistema obtém-se

&+ h(x)
t @) =—F———= ..;1',2.

¥

x

Segue-se que

h(x) =0

e logo h(x) € uma fungdo constante,



Assim o potencial procurado é

Vamos verificar se existe um fator integrante do tipo

Para isto é s6 ver que a fungdo a seguir depende somente da varidvel y.

Logo temos que

Multiplicando a equagao original

pelo fator integrante obtém-se a seguinte equagio que agora é exata

——dx+—dy=10
T

2



Tem-se que achar uma fungdo potencial f tal que

1 x
Uflx,v) =(==,—
flx.y)=( S
ou seja
ﬂ_f_ ik
x ¥
af «x
dy y*

Da dltima equagio obtém-se

F) 1
f{x.y}=jﬂ—£dx=—f;dx=-§+h[}r}

Derivando esta funcao obtida em relacido & varidvel y e igualando & derivada
parcial do sistema obtém-se

X
2L SR
y ay ¥
Segue-se que
h'(y)=0

e logo h(v) € uma funcao constante.

Assim o potencial procurado é



f{x,y)=c—§ , c€ER
Terceirasolugifo:
H=pxy)

Para esta equacio também existe um fator integrante que é fungio de (x, y). De
fato, vimos em outras aulas que a forma

—}i X
x=+y’dx+.r1+y=

dy
é fechada. Isto por que tem-se

Wiy yi-xt OGziyd
dy (2 +y?)RE dx

Assim em qualquer dominio simplesmente conexo ela tem um potencial, Note
que isto diz que

1
Alx,y) = P
é um fator integrante da equacio
—ydx + xdy =0

Temos o sistema



af =y

x x*+y?
af  x
gy  xF+y?

Integrando em relagdo a variavel x e depois derivando em relagio & varidvel y e
igualando usando o sistema (ja foi feito com frequéncia e as integrais sio as de
Cursos anteriores) obtém-se

f(x,y) = arctg e) + ¢, cum constante

MNote que um todos os trés casos as curvas de niveis sio retas passando pela
origem

¥ = cx oux = cy sendo ¢ uma constante

(b) Podemos escrever a equagao da seguinte forma
((3.2)Vfi=10

Isto mostra que as curvas de niveis da fungdo sdo retas paralelas a diregao (3.2).
Assim tem-se que

Vf(x.y) =A(-23), A=A(x.y)

Podemos supor A = 1 obtendo

t‘:‘f_
e
af _
i

Este sistema tem como solugdo



f(x,y) ==2x+ 3y +c¢, cumaconstante

(c] Procedende come no item anterior obtém-se

Vilxy) =A(xy), A=24(xy)

Podemos supor A = 1 obtendo

Este sistema tem como solugio

_x ¥y
flx.y) = = 4+ ¢, ¢ uma constante

[d) Neste caso podemos escrever a equacao como
((1L,-Dlvf)=0
Isto mostra que as curvas de niveis da fungdo sio retas paralelas a direcao

(1,—1). Assim tem-se que

Vilxy) =4(11), A=A(xY)

Podemos supor A = 1 obtendo



Este sistema tem como solugio

f(x,¥) =x+y+¢c, cumaconstante

(e) Podemos escrevera equagio como

{(xIVf=0
Assim tem-se que

Vi(xy) =A(=y.x), A=Axy)

Podemos supor 4 = 1 obtendo

que é equivalente em resolver a equagao

=ydx + xdu =0

Mas esta equacdo ja foi resolvida no primeiro item.



22) Os Teorema de Stokes requerem um vetor normal definida na superficie
toda e isto ndo existe se a superficie ndo for orientdvel. Uma superficie de
nivel de uma funcio tem um wvetor normal globalmente definido: o
gradiente da fun¢do, no caso o mesmo for ndo nulo em todoe ponto da
superficie de nivel. Se uma superficie for ndo orientavel entdo mostra-se
que ela contem uma curva fechada e um vetor que quandoe “"transportado
paralelamente” nao volta ao seu estado de partida. Com estes dois dados
& possivel colocar uma Faixa de Mabius imersa nesta superficie. Procure
mais sobre estas coisas nos livros textos e outros livros. Para este curso o
que esta aqui basta.

23) Vamos primeiramente calcular

-

i k
i
d

J
d
rot(F) = E a T

—WxE+y: xfx2+y: 0

(0,0,3,/x% 4+ y2 )

Um vetor normal & tampa é o vetor

e logo

{raz[F‘]!E} =3,/x% + 2

Se o container tiver altura igual h entio uma parametrizacio da tampa é
dada por

Yl — B3
P(u,v) = (u,v, h)
N ={(w,v) : u* +v? <4}
dS = dudy (falta vocé verificar isto)

Chamamos a tampa de 5 e obtemos:



[[orcermras = [ rorcel)as
5 5

= !! (rot(F) = (u, v)|k)dudy = 3!‘! Ju2 + 2 dudy

Mesta altura vocé ja sabe usar coordenadas polares para resolver esta
integral. Apds substituir as coordenadas polares e a Jacobiana obtém-se

. A

J]{rot(F}W}dS = EIfJu? + 2 dudy =J- jpzdpdﬂ =3 -er+g
5 T oo

= 16

24) Quase tudo fica igual ao exercicios anterior. Na parametriza¢do da tampa
mudamos somente o raio de f2; enquanto o resto ndo sofre mudangas.
Cheque isto vocé mesmo,

Vamos olhar o caso em que o raio da base sejaigualal e o campo é

Flx,y.2) =(1,1,-2)

Meste caso

e logo
ﬂ (rot(F)IN)dS = 0

Olhemos agora o caso em que o raio da base seja iguala 1 e o campo é

F(x,y.2) = (—2.0,y)



Tem-se

rot(F) = = (1,-1,0)

tL Elmm
c@l“""“
= 2o =

(rot(F)|k) =0

e logo
ﬂ' (rot(F)IN)dS = 0
5

25) A curva representa uma circunferéncia de raio 3 centrada na origem.
Note que podemos tanto calcular a integral de linha quanto apelar para o
Teorema de Stokes no Plano.

j yidx + (x? + 3xy®)dy
¥

x = 3cost
=3sent, 0=t<2m

{dx = —3sen tdt
dy = 3 costdi

2
%yadx + (x* + 3xy?)dy = J- [81 + B1sen®(8) — 243sen*(6)]do
¥ o

m am
243
= 162 + s1f sen?(8) do — 234] sen*(0) d6 = T“
o 0

e e e e
i
s -
4



Para resolver as integrais, mude para dngulo duplo. Se ndo se lembrar
disto, abaixo estio todas as férmulas que vocé precisa para calcular as

integrais.
sen*d = sen?(0) - sen?(0) = sen®6(1 — cos? 0) = sen0 — 5"-‘“2‘5231
sen®(28) = 1 + cos(48)
i 8
sen®(0) = w

a(x? + 3xy?)  A(y*
§y3dx+(x3+gx}r3)d},= J-( (x - Xy ]_ (y})d'xdy
x dy
¥ Intiy)
=3 ﬂ x* dxdy
Int(y)

Esta integral ja fizemos muitas vezes. Use coordenadas polares, nao se
esquecendo da Jacobiana, obtendo

in 3
3 ﬂ 2% dxdy = SJ’ fpxmsz (D)dpdt
int(y) [

i : 243
=3 I cos® (8)de f pidp | = TH
(1] o

81

A 4

26) Para poder aplicar o Teorema de Stokes fechamos a curva utilizando o
segmento de reta que liga os pontos (0,0) e (40). Chamamos este
segmento de y;. Note quey. da forma como foi dado no enunciado, é
positivamente orientada. Logo para poder aplicar o Teorema de Stokes
invertemos a sua orientagio.



% ydx + x*dy = ﬂ (ﬂg:) - 9'%1) dxdy

=¥ury fnr{=yury)
- ﬂ (2x — 1dxdy
Int{=yuy,;)
=2 J] xdxdy — H dxdy
Int{=yuUy,) tt(—yuyy)

Assim

f}'dx + x%dy — % ydx + x*dy
¥i ¥

= —Area(Int(-yup)) +2 H xdxdy
Ine{—yuyy)

4
64 32
Area(Int(—yuy,)) = fx(4— x)dx = 32 — e
0

s ‘ 256 64
xdxdyzj( j xdy)dxzsz(ﬂl—x}dx :T—ﬁd-z?
b o

Int{=yuyy) [}

¥, (t) = (t,0), tel0,4], x=t¢, y=0, dx=dt, dy=0dt

4
%ydx+x2d}f= Iﬂdt =0
0

¥

Logo tem-se que

32 64 96
— 2 T e — B o— T —
fydx+x dy 3+2 3 3 32

¥

Assim



fydx + xidy = -32
¥

27)Esta é uma integral dupla e vocé ja sabe fazer isto. Mesmo assim vamos
calcular esta integral, Faga a seguinte mudanga

u=x+y

{*}{v =x-—2y
{05u54
—4<pr<0

Note que nao temos x, ¥ em funcdo de u, v e logo ao calcular a Jacobiana
vocé deve ter cuidado: ela ¢ a inversa multiplicativo da Jacobiana da
mudanga acima. Para evitar isto vocé pode escrever x,y em funcio de
u, ve calcular entido a Jacobiana normalmente. Neste caso vocé teria a
seguinte mudanga

X _2 + 1
(=) _3 v
Y=373
A matriz Jacobiana de (+) é
1 1
ey

Logo a Jacobiana é
=5 s B e T
J = det (1 _2) =-3

Disto temos que a Jacobiana a ser usada nos célculos é



gue & igual a Jacobiana de (*=).

Tendo feito todos os preparativos para aplicar o Teorema da Mudanga de
Varidveis para Integrais Duplas temos que a drea pedido é

[ [

dud

Lad | =
ml-—-
175

e a massa pedido é

j!} (2;*”’ )-(5-3)3 dvdu—j(jg uv-%v‘)du=

4

64 B 20
z i = T 2__
I u + u ]du [ u + 3 U ]] 2,?

28) Dbserve que podemos aplicar o Teorema de Stokes no Plano, Assim a
integral de linha ¢ igual a

%jg [[=2y + sen(x + cos(x))ldx + [2x + In (2 + sen(y) + e~ "W ]dy =

1 £ d(2x + In(2 + sen(y) + e~ c07)) g d(—2y + sen(x + EﬂS(I]]]) Lrity

2 d (i)
ey} X Y

== j 4dxdy = 2 - Area(Int(y)) =2 - —=—

rnr{r}

pois a curva y é a fronteira do losango do exercicio 27. |a calculamos a
16
drea e mostramos que o seu valor é <

29) Basta calcularmos a drea de uma elipse

Xehy =
a—.‘,‘l'ﬁ:l



Temos varias forma de calcular isto. Todos derivam do Teorema de
Stokes e vocé pode encontrar estas formulas nas notas de aula. Sdo elas

I xdy = — I ydx = % j [-ydx + xdy] = Area(y)
Y ¥ v

No caso da elipse

y(t) = (acost,bsent), t € [0.2x]
y'(t) = (—asent,bcost)

Usando isto tem-se
1
Area(y) = EJ-[_ ydx + xdy)
s
1 s
=3 j [—(bsen t)(—asent) + (acos t)(bcos t)]dt
(1]

b b
a a
_T! dt-—-z—~2:r—rmb

Mo caso de uma circunferéncia tem-se que
a=b=R
e logo a drea de uma circunferéncia é
nR*?

30) Trata-se de uma aplicacio direta do Teorema de Stokes no Plano

Tem-se



I [Plx.¥) + xsen(In(] + x2))]dx + [Q(x. ¥} + (1 + |¥)* + cos(1 + aretg(l + In(1 + y")]dy =
r

(ﬂ[(l}[x-ﬂ # {1+ [¥1)7 + cos (1 +arcgll +1a{1 +3*)))) _ APz, ) + xxen(ingl + 2%} )
= &y

)tnaty

aeir)

j —_—— d..rdy— [I —~— d.xd_',r 0
dx dy
Int{y) Int(y)

0 pelo Teorema de Schwartz

Chegamos ao fim das solugdes dos exercicios desta lista, Espero que elas sejam
liteis para vocé. As solugdes sdo completas e recheadas de detalhes e outras
sugesties.

Os exercicios desta lista foram tirados de listas de cursos de Calculo 11l dados no
IAG, 10, IF e IME ao longo de véarios anos. As solu¢bes sempre eram apresentadas
para os alunos em aula. Neste semestre também estamos resolvendo os
exercicios da lista em aula mas agora estamos disponibilizando as solugdes para
vocé de forma digital faltando pouco menos de um més da Prova P [1l. Esperamos
que isto te ajuda nos teus estudos. 0 nosso compromisso com vocé e a USP é que
continua nos movendo.

Bons estudos



