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Enunciado das questoes 1-2: Um ciclista reserva um
final de semana para fazer reparos em sua bicicleta. Ele
deita a bicicleta na horizontal (plano zy de um sistema
de coordenadas) de forma que o eixo de rotacao da roda
dianteira fique na vertical, coincidindo com o eixo z. O
ciclista poe a roda para girar, tal que um ponto na ex-
tremidade da roda adquire velocidade inicial 1/5 m/s em
modulo, descrevendo uma trajetoria circular no plano xy
no sentido anti-horario, visto de cima para baixo. O raio
desta roda é de 3/10 m. Depois de 5/3 s, a roda para de
girar por conta do atrito do suporte da roda com seu eixo.

sentido de

\rotagéo

Questao 1 (5 pontos) Determine os médulos da A
velocidade angular inicial e da aceleragao angular média .

neste intervalo. QF | y
Questao 2 (10 pontos) Determine as dire¢oes e senti- )
dos da velocidade angular inicial e da aceleracao angular X
média, respectivamente. &’
Resolugao:

1. Um ponto localizado na extremidade da roda que se movimenta com velocidade escalar v tem o
mddulo da velocidade angular dado por w = v/R, sendo R o raio da roda, que também € a distancia
deste ponto ao eizo de rota¢do. O maodulo da velocidade angular inicial é, portanto,

v; 1/5m/s 2
Wi =5 3710 = |wi=gra /s

O mddulo da aceleracao angular média € a razao entre o modulo da variacdo da velocidade angular
dividido pelo intervalo de tempo At que a roda levou até parar de girar. Logo,

|0 —w;| 2/3rad/s 2 )
med — = = — d
O'med A7 5735 = |a=;ra /s

2. A velocidade angular & seque a regra da mdo direita. Portanto, um objeto girando no sentido
anti-hordrio no plano xy tem & orientado na dire¢ao +k, conforme ilustra a figura acima.
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Como a roda estd parando (desacelerando), a magnitude de & estd diminuindo com o tempo, logo,
a aceleragao angular a estd no sentido oposto ao da velocidade angular. Neste caso, a aceleragdao
angular estd no sentido negativo do eizo z (—k).

Questao 3 (5 pontos) Um disco de hdquei move-se sobre
uma pista de gelo em movimento circular uniforme de raio
R, no plano xy, atada a extremidade de uma corda, com
momento angular de médulo L em relagao ao centro do
circulo, onde estd fixa a outra extremidade da corda. Um
jogador da uma tacada no disco na direcao x, no ponto
+Rj. Isto causa uma variacio do momento angular em
que diregao?

Questao 4 (5 pontos) Um disco de hdquei move-se sobre
uma pista de gelo em movimento circular uniforme de raio
R, no plano xy, atada a extremidade de uma corda, com
momento angular de médulo L em relagao ao centro do
circulo, onde esta fixa a outra extremidade da corda. Um
jogador da uma tacada no disco na direcao —z, no ponto
+Rj. Isto causa uma variacio do momento angular em
que diregao?

Resolucgao:

A tacada do jogador no disco € descrita como uma forca, indicada na figura, que age por um
intervalo de tempo muito pequeno. Esta forca gera um torque, que por sua vez, € a propria varia¢dao
do momento angular dentro de um intervalo de tempo muito pequeno. Resolver as questoes 3 e J
se resume, portanto, a determinar o torque gerado por esta forca. O ponto de aplicagao da forca,
indicada no enunciado, estd representado pelo vetor i da figura, que nao estava na figura original da
prova. O torque € dado pelo produto vetorial, T = 1 X ﬁ, cuja diregcao € obtida ou pela regra da mao
direita (muito mais fdcil) ou pelo produto vetorial algebricamente, como resumido abaizo.

3. Direcdo de 7: | ] x 1 = —k|.

A~ ~

4. Direcao de T: | X (—/%) = —1il

Enunciado das questoes 5-6: Um ioi0 de massa m tem sua corda enrolada em torno de seu
cilindro menor, de raio R. Vocé mantém presa a extremidade da corda enquanto o i0i0 ¢ liberado a
partir do repouso. A corda se desenrola sem distensdao ou deslizamento. O momento de inércia do

o . . 3
i0i0, em torno de seu eixo de rotagao, ¢ dado por [ = ZmRQ.

Questao 5 (10 pontos) Determine a velocidade escalar do centro de massa do i0i6 apds se
deslocar de uma altura h = 6R.

Questao 6 (5 pontos) Caso o i0i6 fosse substituido por um cilindro homogéneo de mesma massa
m e raio R, como se compararia vcy, com o caso anterior?

Resolucgao:
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5. As unicas forcas atuando na queda do 1016 sao a forca que mantém presa a extremidade da corda,
que ndo gera trabalho (pense no porqué), e a for¢a gravitacional, que € conservativa. Portanto,
utilizamos a conservacdo da energia mecanica total. Considerando como o zero de energia potencial
gravitacional a posi¢ao final do 1016, no instante inicial temos

Eiot = mgh = 6mgR

enquanto que no instante final temos apenas energia cinética, que é decomposta em energia cinética
de translagao do centro de massa do 1010, mais energia cinética de rotagcao em relagao ao centro de
massa do 10%10:
2 2 2
By = o)V v mugy 1 §mR2w2 _ Mo (4 3y _ 7
¢ 2 2 2 2 4 2 4

) Moy

sendo que, na penultima passagem, utilizamos o fato da corda ndo deslizar sobre o 1016, o0 que garante
a condicao Rw = veoy. Igualando Ey inicial e final,

7 48 48
6m'19R:§m'11%M = U%«M:7QR =  |vom = 7R

6. Desenvolvendo a resolucao da questao anterior, mas para um I arbitrario, chegamos ao resultado

2gh
VoM = 71 -
L+ mR?
Perceba que a resolucao deste problema € bastante andloga a do rolamento sem deslizamento de
objetos sobre o plano inclinado. Abordamos em aula este ultimo problema, partindo de uma altura h
arbitraria, e com momento de inércia I arbitrdrio. Pela formula acima, e pelas discussoes feitas em
sala de aula, vemos que quanto menor o momento de inércia do objeto (em relagdo ao seu centro de
massa), maior serd sua velocidade (escalar) final de centro de massa, e vice-versa. Comparando o
momento de inércia do 1016 com a de um cilindro homogéneo equivalente, vemos que

3 1 2
Liio = 1 mR’ e lelindro = 3 mR? = 1 mR?,

em que colocamos as fracoes a frente do termo mR? no mesmo denominador comum para facilitar a
comparacao. Desta forma, vemos claramente que I ingro < lioio, € portanto,

‘vc M Seria maior que o caso anterior.

Questao 7 (30 pontos) A figura ao lado mostra duas massas, my
e mg > my, ligadas por um fio sem massa e inextensivel passando
por uma polia nao-homogénea de massa M e raio R. As tensoes no T
fio adjacentes as massas m; e my sao 17 e T, respectivamente. A 2
polia estd presa a extremidade de um cabo, que por sua vez, tem a
sua outra extremidade fixa a um teto. Como ms > mj, as massas
adquirem aceleracao de médulo a. Ignore o atrito entre a polia e seu
eixo de rotacao, e utilize g para o modulo da aceleragao gravitacional
na superficie da Terra. ]
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(a)
(b)

(3 pontos) Desenhe o diagrama de corpo livre da polia.

(9 pontos) Determine todos os torques (vetores!) agindo na polia, e aplicando a segunda lei
de Newton para o movimento rotacional, obtenha a expressao que determina o momento de
inércia da polia em termos das grandezas especificadas no enunciado.

Para os proximos itens, considere my = 3my e Ty = 277.

(6 pontos) Aplicando a segunda lei de Newton para as massas, obtenha a respectiva aceleragao
a e a tensao T} em termos de g e my.

(6 pontos) Obtenha o momento de inércia da polia, desta vez, apenas em termos de my e R.

(6 pontos) A massa da polia é tal que M = 8m;. Reescreva o resultado do item anterior, desta
vez, apenas em termos de M e R. Com base na forma da expressao obtida, qual dos perfis
abaixo mais se aproxima da distribuigdo de massa na polia? (Quanto mais escura a regiao,
maior sua densidade.) Lembre-se que o momento de inércia de alguns objetos tipicos estao no

formulério.

Perfil 1 Perfil 2 Perfil 3 Perfil 4

Resolugao:

(a) ﬂ:fl+f2+ﬁg

St

AN I
F,

(b) Considerando o eizo da polia como ponto de referéncia, temos

0 0
Fa=7 +7 +RA+B=Imd = RTk—RTk=—Icyak

RY(T, — Th)

a

a
= R<T2 — Tl) = ICMOé = IC’M }—% = ICM =

Os torques T, e T3, respectivamente associados as forcas ﬁg € fg, sao nulos, pois a distancia
entre o ponto de aplicacdo e o ponto de referéncia é o vetor nulo 0. O torque 7, associado &
forca ﬂ, sendo 1 = 1, 2, possui mddulo 7; = RF; (pois o angulo entre a for¢a e a posi¢io do
ponto de aplicagao da mesma em relagao ao ponto de referéncia é de 90 graus) e orientagdo
dada pela regra da mao direita.
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(c) A sequnda lei de Newton aplicada as massas my e my, com mo = 3my e Ty = 217, resulta em

(3—=2)mig = (3+2)mya
{(3 4 3)mug — (24 3)T1 =0

mag — 15 = moa 3myg — 217 = 3mqa
=
Ty —mig = mya T, — mig = mya

Com estas duas condig¢oes, obtemos

6

5

g
a== I[N=-m
5 1 19

(d) Substituindo a e Ty acima obtidos na expressio de Icp temos

R(T-T) _ T 6

a a

Ion =

=R*-m !
— B g x

5

1

= ]CM :6m1R2

(e) Escrevendo o resultado anterior em termos de M = 8my,

ICM = 6m1R2 = g X 8m1R2 = SMRQ

Ao compararmos a expressdo acima com

1

3
= |Ioy = ZMR2

2 _ 4

2
IdiSCOhomOg = §MR2 = ZIMRQ ) Ianelhomog. = MR*=-MR? )

temos

4

Idiscohomog. < ICM < Ianelhomog.

o que indica que hda uma densidade de massa maior concentrada na borda do disco do que mais
proxima ao seu centro geométrico. Portanto, o perfil que mais se adequa a polia € o | Perfil 1|

Questao 8 (30 pontos) Uma esfera A de massa m, feita
de massa de vidraceiro, desliza sobre uma superficie de gelo
com atrito desprezivel. A superficie de gelo esta contida no
plano xy de um sistema de coordenadas. A velocidade ini-
cial da esfera A é dada por 7y = voi. Préximo a origem
do sistema de coordenadas encontra-se, inicialmente em re-
pouso, um sistema composto por um bastao de comprimento
S, massa M e uma esfera de massa m grudada em uma das
extremidades do bastao, conforme mostra a figura ao lado.
A esfera A colide com a outra extremidade do bastao, em

um choque completamente inelastico.

- o~ A
Vo 74,
o——> :L‘
A :
_____________________________ @

Neste problema, despreze o tamanho das esferas, assumindo-as como puntiformes.

Para os trés primeiros itens a seguir, escreva suas respostas em termos de vy, m, M e S.

-y

(a) (9 pontos) Determine o vetor momento angular do sistema em relagao a origem do sistema de

coordenadas, antes da colisao.

(b) (3 pontos) Determine o vetor velocidade do centro de massa do sistema, apds a colisdo.
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(c)
(d)

(9 pontos) Obtenha o vetor velocidade angular de rotacao do sistema, apds a colisao.

(9 pontos) Considere vy = 2,5m/s e M = 4m. Sabendo que, apds a colisdao, o sistema gira
em torno de seu centro de massa com velocidade angular de 3rad/s em médulo, determine o
comprimento S do bastao.

Resolucgao:

(a)

(b)

(¢)

Antes Depois
~ A
J o
| =\
S> -------------------- O — >
7 ki Rey 7

A figura acima mostra as situagoes antes e depois da colisdo. Antes da colisdo (figura a es-
querda), o momento linear inicial € devido a esfera A, constante e dado por p; = mvy = muy i
Pela figura, percebemos que o vetor posicao em relagdo ao ponto de referéncia, que no caso € a
origem, varia ao longo da trajetoria. Porém, a distancia perpendicular ao momento linear, que
€ a que determina o modulo de E, ¢ constante e igual a S/2. O médulo do momento angular
antes da colisao é dado por

- S S
L=|L|=|rxp;| =rpsent = 5 i =5 mu.
- . . - , . o ~ — S A
Pela regra da mao direita, temos que L esta na direcao —k, portanto, |L = —3 mug k |.

Como a forca resultante agindo sobre o sistema formado pelas 2 esferas e a barra € igual a
zero, o momento linear total do sistema deve ser conservado,

TTLU()?A;:(ZTTL—FM)VCM = VCM—%E.

Tomando como ponto de referéncia a origem do sistema de coordenadas, como ndao hd forcas
externas que exercem torques sobre o sistema, o momento angular total deve permanecer o
mesmo, antes e depois da colisdo. Depois da colisdo, o momento angular total é igual ao
momento angular de rotacao em torno do centro de massa do sistema, visto que o momento
angular de translacdo em relacao a origem (ECM X VCM) ¢ nulo (entenda o porqué observando a
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figura acima). Por fim, obtemos a velocidade angular do sistema a partir do momento angular
de rotacao. Resumindo,

- . S . . 0 . . Smug »
Ltot,antes - Ltot,depois = _5 muvo k= RC CM) + ICMW = W= — k.

O momento de inércia do sistema, apos a colisao, em relagao ao centro de massa é dado por

S\ 2 S\? MS? mS? S2
I — I ra —_— —_ = = —_— .
cM ba ,CM+m(2) +m(2) B + 5 12(1\4 + 6m)

Portanto,

6mug A
S(M + 6m)

b=

(d) Fornecidos os valores do médulo da velocidade angular w, o médulo da velocidade vy da esfera
A e a relagao M = 4m, obtemos S a partir do resultado do item anterior,

1
1
6mug 6muyg 67 Mg ,Z‘ 25 m/s
S(M + 6m) (JJ(M + 6m) 10m,1w 5‘2 g‘l rad/s
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FORMULARIO
. . . . . o a
d=a,7+ay,j+ak, || = /a2 + a2 + a2, a=—

@ x b= (ayb, — asb,) i+ (a.b, — azb.) J + (azb, — ayb,) k = |a||b|sen @ (@ x b).

xp O
Wy= [ Fear= [Trds. ABa = A=Wy,
[%

Zs %

2 2
MtotVCM Iopw

Ecin = Ktot = Ktrans + Krot = Etot = Ecin + Epot =K+ U,

2 2
o B AR )
J=APoy = | Feedt,  Foo— — Py = M Vour s
CM /tl es ) es dt A%IEO At CM tot YCM
oM mq + Mo + - Zl my; ’ oM dt oM Zl m; ’
L=ixp, F=ixF, Lu=Yfxf, fo=Y@xF=e
% 7 dt
Ltot = Ltrans + Lrot ) Ltrans = RC’M X PCM ) Lrot = [C’Maja ﬂ“ot = ICMd;

Ioy = Zmzrf = /Tzdm, Io = oy + My D?,

Momentos de inércia de alguns objetos homogéneos

MIL? ML?

Ibarra, CM — 12 ° Ibarra, extremidade — 3

MR?

2
[cilindro ou disco, CM — 9 ) [tubo ou anel muito fino, CM — MR )
2M R? 2M R?
Iesfera maciga, CM — 5 3 Icasca esférica, CM — 3 .
d anrl

—[z"] =na™t, 2" dr = ———,
dx (n+1)

b prtl antl

/ax”dx:<n+1> EDECED)




